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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Problemstellung

Ein Ausgangspunkt fiir diese Arbeit war die Beschéftigung mit Spielzeug und der
Wunsch dessen physikalischen Vorgéange richtig beschreiben und vorhersagen zu kén-
nen. Sogenannte ,Flummies” oder ,,Superbélle” zeigen hochst eigenartige Verhaltens-
weisen, insbesondere wenn sie Stofe mit einer Relativgeschwindigkeit im Kontakt-
punkt ausfithren. Scheinbar fast ohne Energieverlust springen sie in unvorhersehbare
Richtungen davon, wobei die Kontaktreibung eine grofse Rolle spielt. Das Schliissel-
experiment ist der ,Wurf unter den Tisch”, bei dem der Ball nach drei Stofen — zwei
am Boden und einer an der Tischunterseite — wieder zum Werfer zuriickspringt. Man
kann zeigen, dafl dieser Bewegungsablauf nur moglich ist, wenn bei den Stofen nicht
nur in normaler, sondern auch in tangentialer Stoffrichtung Energie beim Stoff ge-
und entspeichert wird.

Bei der Simulation technischer Mehrkdrpersysteme ist es zunehmend wichtig, Kon-
taktprozesse wie Stoflen und Wiederabheben, sowie die zugehorigen Reibiibergénge
Haften-Gleiten und umgekehrt zu beriicksichtigen. Typische Orte, an denen derar-
tige Phinomene auftreten, sind die Beriihrstellen spielbehafteter Teile. Die Berech-
nungsmethode, mit der man das Zeitverhalten derartiger Systeme erfassen kann, ist
die numerische Simulation. Die entsprechenden Bewegungsgleichungen werden mit
den etablierten Methoden der Mehrkorpersystemdynamik gewonnen. Die Kontakt-
und Reibungsphidnomene werden durch sogenannte ,einseitige Bindungen® in das
Modell eingebracht.

Findet wihrend der zeitlichen Berechnung des Systems an einem Punkt ein Bin-
dungsiibergang statt, mull man die moglichen Konsequenzen dieses Ubergangs auf
alle anderen Kontakte untersuchen.

In dieser Arbeit wird ein mathematischer Formalismus auf der Ebene von Impul-
sen und Geschwindigkeitsinderungen vorgestellt, mit dem man den Ubergang von
Separation zu Kontakt mit allen Konsequenzen und Phinomenen erfassen kann.
Insbesondere soll er auch das im ersten Absatz beschriebene Phinomen der Spei-
cherung von Energie in tangentialer Richtung moglichst gut beschreiben konnen.
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Fiir StoRe dieses Typs wird der Begrift tangentialreversibler Stofl eingefiihrt. Der
Terminus reversibel wird dabei in zweifacher Hinsicht gebraucht: Einerseits fiir die
Umkehrung der tangentialen Relativgeschwindigkeit im Kontakt und andererseits
im energetischen Sinne. Ist ein Stoff sowohl normal als auch tangential vollstindig
reversibel, wird keine Energie dissipiert, und auch ein schiefer, rauher Stoff kann
vollstindig umkehrbar sein.

Theoretische Ergebnisse bediirfen immer einer Verifikation durch Experimente. Des-
halb liegt ein Schwerpunkt dieser Arbeit darauf, die dargestellten theoretischen An-
sitze durch Versuche zu untermauern. Es wurde daher eine Stofmaschine konstru-
iert, die in dieser Arbeit beschrieben wird. Die Darstellung der Ergebnisse der ins-
gesamt 600 durchgefiihrten Stoflexperimente mit Korpern verschiedener Geometrie
und Materialien nimmt breiten Raum in der Arbeit ein.

Reduziert man das Mehrkorpersystem, dessen Stofle mit dem in dieser Arbeit vor-
gestellten Stofgesetz beschrieben werden sollen, auf einen Ball in der Ebene, so ist
man wieder beim Spielzeug angelangt. Im Experiment konnte gezeigt werden, dafl
mit Hilfe der Theorie das im ersten Absatz kursiv gesetzte Wort ,,unvorhersehbare*
durch ,,berechenbare* ersetzt werden muf.

Diese Behauptung klingt zunéchst anmafiend und sehr deterministisch. Wie bei allen
derartigen Dingen kommt es auch hier auf die Anfangsbedingungen an, welche ins-
besondere beim Wurf eines Balles, ausgefiihrt von einem Menschen, in erheblichem
Mafe undeterministisch sind. Somit ist der Charakter des Spielzeugs gerettet.

1.2 Literaturiiberblick

1.2.1 Mehrkorpersysteme und Kontaktkinematik

Grundlage fiir die Stoflbeschreibung ist das Modell des Mehrkorpersystems, in dem
die StoRe stattfinden. Uber die allgemeine Modellierung solcher Systeme gibt es ei-
ne Zahl von Standardwerken. Stellvertretend sollen hier die Biicher von SHABANA
[73] und BREMER [12] erwdhnt werden, in denen das Aufstellen der Bewegungs-
gleichungen dargestellt ist. WITTENBURG behandelt dariiberhinaus auch Stofe auf
Impulsebene [88]. Im Buch von PFEIFFER [59] und besonders im Werk von BRE-
MER und PFEIFFER [13] wird die Modellierung von elastischen Mehrkorpersystemen
geschildert. Die Anwendung der Mehrkorpertheorie speziell auf Systeme mit einsei-
tigen Bindungen wird von PFEIFFER und GLOCKER in [61] ausfiihrlich mit vielen
technischen Anwendungsbeispielen dargestellt.

Ein wichtiger Aspekt bei der Beschreibung von Kontaktvorgéngen ist die kinema-
tische Beschreibung der Relativgeschwindigkeiten, -lagen und -beschleunigungen an
den Beriihrungsstellen der Korper. Fiir den zweidimensionalen Fall ist dies von
GLOCKER [22| hervorragend dargestellt worden. Die Erweiterung auf den dreidi-
mensionalen Fall wurde von MEITINGER [45], WOLFSTEINER [62] und WOSLE [90]
durchgefiihrt.
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Das Lineare Komplementaritiatsproblem (LCP) wird benétigt, um die Konfiguration
der einseitigen Bindungen im System zu ermitteln. Die Losbarkeit und die numeri-
sche Implementatierung ist in der Arbeit von COTTLE und DANTZIG [18] und im
Buch von MURTY [48] beschrieben.

1.2.2 Stofle

Die Literatur zum Thema Stéfe 148t sich, abgesehen von einigen zum Teil schon &lte-
ren Standardwerken, in drei Gruppen einteilen, welche in den folgenden Abschnitten
erlautert werden. Die ersten wichtigen Arbeiten zur Stoftheorie, die nach heutigen
MafSstaben noch von Interesse sind, priasentierten HUYGENS [27] und NEWTON [49],
die eine kinematische Beziehung der Geschwindigkeiten vor und nach dem Stofs an-
geben. NEWTON fiihrt dabei bereits eine Stofizahl ein und schuf damit das Gesetz,
das noch heute als Newton’sches Stolgesetz bekannt ist.

Als weitere Forscherpersonlichkeit ist POISSON zu nennen, dessen Name auch mit
einem Stofigesetz verbunden ist. Er beschreibt in [64]| die Behandlung von Stofsen auf
der Ebene von Impulsen und damit den Weg vom rein kinematischen Zusammenhang
hin zu einer den Tragheitsgesetzen unterworfenen Darstellung. Dieses Vorgehen wird
von ROUTH in [68] mit einem graphischen Verfahren auf schiefe Stéfe mit Reibung
erweitert. Jiingere Ubersichtswerke iiber StoRe stammen von GOLDSMITH [23] und
BROGLIATTO [14].

Stofle auf Impulsebene

Eine grofse Gruppe von Arbeiten behandelt Stofe auf Impulsebene. Dabei kommen
verschiedene Stofsgesetze zum Einsatz. KELLER [34] beschreibt den Einfachstoff mit
Reibung. BATLLE und CONDOMINES behandeln in ihren Arbeiten [3], [4] und [5]
Einfachstofe und vergleichen speziell in [4] das Newton’sche und das Poisson’sche
Gesetz. In [5] wird der Begriff ,balanced collision* eingefiihrt, der identisch mit dem
verallgemeinerten zentralen Stoff* aus [22] ist. In [1] stellen ADAMS und TRAN den
Einfluf des exzentrischen Stofses auf den effektiven Stofkoeffizienten fest. PREREIRA
und NIKRAVESH untersuchen in [53| dreidimensionale Reibstofe, verwenden aber das
Newton’sche Stofgesetz, wihrend SMITH in [77]| auf eine mogliche Energiezunahme
beim Newton’schen Gesetz hinweist und in [78| verschiedene Stofgesetze mit Hilfe
einer FE-Modellierung der Kontaktzone vergleicht.

SHAKIL, LANKARANI und PEREIRA benutzen in [74] die graphische Methode von
Routh und klassifizieren den schiefen Einfachstof# dhnlich wie es auch in Abschnitt
3.8 durchgefiihrt wird. WANG und MASON bearbeiten in [44], [86] und [87] Reibstofe
mit dem Poisson’schen Gesetz und zeigen speziell in [86], bei welchen Bedingungen
das Newton’sche Gesetz keine giiltigen Aussagen mehr liefern kann.

Eine Gruppe von Arbeiten von BRACH [8], [9], [10], [11], STRONGE [81], [82], [83]
und IVANOV [29] behandeln St6fe mit einem Energieverlustmodell, das zwangslaufig
auf Einfachstofse beschrankt bleibt.
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In GLOCKER [22]| werden die Effekte einer tangentialen Nachgiebigkeit auf Im-
pulsebene eingefiihrt. Die Bindungskonfiguration wird dabei mit einem LCP be-
stimmt. WOLFSTEINER. erweitert dieses Modell in [91] auf dreidimensionale Stofe
mit einem Nichtlinearen Komplementaritatsproblem (NCP) zur Konfigurationsbe-
stimmung. Mit dem Problem der rdumlichen Mehrfachstofse befassen sich ebenfalls
MARGHITU und HURMUZLU in [42], wobei sie zur Feststellung der Bindungskonfi-
guration einen iterativen Algorithmus verwenden.

Eine experimentelle Arbeit, bei der Einfachstéfle untersucht werden, wurde von
CHATTERJEE [17] durchgefiihrt.

Mehrere Autoren versuchen das Kontaktproblem mit Stofen durch eine direkte Dis-
kretisierung auf Geschwindigkeitsebene zu l6sen. So zum Beispiel MOREAU und
JEAN in der Arbeit [32], die jedoch nur plastische Stofe behandelt.

Zeitskalierte und elastomechanische Ansitze

Eine grofle Zahl von Arbeiten ndhert sich dem Phinomen Stof durch einen zeitlich
oder ortlich kontinuierlichen Ansatz. In der Arbeit von OSTERMEYER. [50| werden
lokale Steifigkeiten eingefiihrt und der Stof mit einer gedehnten Zeitskala klassisch
integriert. LUDER fiihrt ein ,regularisiertes Stoffmodell* ein [40], bei dem er die
normale und tangentiale Nachgiebigkeit durch Federn annihert. In der Arbeit von
FRITZER [20| werden zeitaufgeloste Stofe mit viskoelastischen Kraftelementen un-
tersucht.

Das Hertz’sche Kontaktgesetz (HERTZ [24]) ist Basis vieler aufgeloster Stoffmodelle.
VILLAGGIO stellt in [85] den Stof einer Kugel auf eine unnachgiebige Unterlage vor.
MARGHITU und HURMUZLU untersuchen in ihrer theoretischen und experimentellen
Arbeit [43| den Stofs eines elastisch modellierten Balkens und verwenden das Hertz’-
sche Kontaktgesetz fiir die Beschreibung des Bodenkontakts. Dieses Kontaktgesetz
in Verbindung mit einer tangentialen elastischen Nachgiebigkeit wird von STRONGE
und LIM in [39] verwendet, um Reversibilitéit in der Bohrreibung zu beschreiben. Da-
zu wurden auch Experimente mit Gummi- und Tennisbéllen durchgefiihrt. JAGER
stellt in seiner Arbeit [31] ein erweitertes Kontaktgesetz mit tangentialen Effekten
vor. KLARBRING und BJORKMANN I6sen das Kontaktproblem zwischen einer Kugel
und einem Balken in [35] durch eine FE-Modellierung beider Korper und wenden
dabei einen LCP-Formalismus zur Kontaktanalyse an.

PANAGIOTOPOULOS gibt eine umfassende Beschreibung der mechanischen und ma-
thematischen Grundlagen von Kontakterscheinungen im Bereich der Elastostatik.
Hierzu entwickelt der Autor auf der Basis der konvexen Analysis eine Formulierung
der Kontaktgesetze als variationelle Ungleichungen. Das Buch [52] und die dort an-
gegebenen Literaturstellen bieten einen guten Einblick in seine Arbeiten.

Einige Arbeiten befassen sich mit dem StoRkontakt von Kérpern mit Olschicht und
beriicksichtigen die zusétzlichen Effekte der Hydrodynamik, so CHANG in [16] und
LARSSON und HOGLUND in [38]. Standardwerk zur Beschreibung kontaktmechani-
scher Phidnomene ist das Werk von JOHNSON [33].
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Elastische Korper und Wellenvorginge

Bei bestimmten Stofphéinomenen kann es erforderlich sein, die elastischen Eigen-
schaften der stofenden Korper zu berticksichtigen oder die Ausbreitung von Fest-
korperwellen in ihrem Inneren zu betrachten. Die auftretenden Biegeschwingungen in
schief stofenden Balken werden von MARGHITU und HURMUZLU in [43]| mit den Bal-
keneigenformen als Ansatzfunktionen untersucht. Ahnliche Vorginge untersuchen
PALAS, HSU und SHABANA in [51] mit einem impulsbasierten Stofmodell. Ahnliche
Untersuchungen wurden von BARHORST und EVERETT in [2]| durchgefiihrt, wo sie
den Stof eines elastischen Balkens auf den Boden untersuchen. STOJANOVICI und
HURMUZLU untersuchen in [80] experimentell die Grenze des Starrkérpermodells
und beschreiben auch das Phinomen des wiederholten Abhebens und Wiederaufset-
zens bei Stoflen von elastischen Korpern.

Die Wellenvorginge in Korpern bei Stoflen werden im , Klassiker von DE SAINT-
VENANT [69] am Beispiel von Zug-Druck-Stében ausgiebig behandelt. Die Gren-
zen und Uberginge zwischen Starrkorper und elastischem Kontinuum werden von
SCHMIDT in |70] angerissen und von STEGER in [79] ausfiihrlich untersucht.

ZUKAS beschreibt in seinen Biichern [92] und [93] die Phdnomene, die auftreten,
wenn Stofle so heftig erfolgen, dafl die Koérper plastisch ineinander eindringen und
dabei sogar zerstort werden kénnen. Derartige Vorgénge liegen in einem Bereich der
Mechanik, die mit keinem in dieser Arbeit erwidhneten Modell mehr beschrieben
werden konnen.

1.2.3 Dynamik von Stoflsystemen

Viele Arbeiten befassen sich nicht mit der Modellierung des Stofses an sich sondern
untersuchen seine Konsequenzen auf das Verhalten von mechanischen Systemen.
Dabei kann man die Gruppe der Arbeiten unterscheiden, denen es darum geht, die
komplette nichtlineare Dynamik von eher einfachen Systemen ausfiihrlich zu analy-
sieren, und der Arbeiten, die komplexere Stoflsysteme unter technischen Aspekten
auswerten.

Nichtlineare Dynamik

Bei Arbeiten, bei denen der Schwerpunkt auf der Untersuchung der nichtlinearen
Dynamik liegt, wird in der Regel das Newton’sche Stofgesetz verwendet, da es ein-
fach ist und die mathematische Analyse eines dynamischen Systems Vorrang vor
der praktischen Relevanz hat. Einige der untersuchten Systeme sind auch so einfach
strukturiert, dafs bei ihnen die verschiedenen Stofsgesetze nach Newton oder Poisson
die gleichen Ergebnisse erbringen wiirden.

Den eindimensionalen Stoflschwinger untersucht PETERKA in mehreren Arbeiten
(u.a. [54]) ausfiihrlich. Auch IvANOvV [28], BUDD und DUX [15], KOozOL [36] und
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WHISTON [89] untersuchen Stofschwinger und die Bifurkationen zwischen verschie-
denen Bewegungsformen einschliefllich des chaotischen Verhaltens. BAPAT bearbei-
tet in [6] ein gekoppeltes Reib-Stof-Problem, IVANOV in [30] den Stof einer Scheibe.

Ein weiteres Stofproblem, welches von mehreren Autoren untersucht wurde, ist der
hin- und herkippende Klotz auf einer bewegten Ebene. Einerseits ist dies ein Mo-
dellierungsproblem und andererseits ist es auch aus der Sicht der nichtlinearen Dy-
namik interessant. Die Autoren DEL PIERO, SINOPOLI und HOGAN befassen sich
in [63], [26], |[75] und [76] mit diesem System. Die Arbeit von KUNERT [37] enthilt
eine stochastische Beschreibung von allgemeinen Stofisystemen und schligt mit der
Anwendung auf Rasselprobleme die Briicke zu Arbeiten im folgenden Abschnitt.

Anwendungsorientierte Arbeiten

Ein praxisrelevantes Stoproblem stellt das Rasseln dar, das an den Zahnflanken last-
frei laufender Rader in PKW-Schaltgetrieben auftritt. Die Autoren PFEIFFER und
KUCUKAY bearbeiten in ihren Arbeiten [58], [56] und [57] dieses Problem ausgiebig.
Systeme, in denen die Stofe sogar zur Funktion erforderlich sind, sind Schlagbohr-
maschinen, die von GLOCKER und PFEIFFER in [21] und [60] untersucht wurden,
sowie pneumatische Himmer, die von SEYFFERTH in [71] untersucht werden.

Ein einfaches Beispiel fiir Reibstofe ist der ,,Spielzeugspecht”, fiir den PFEIFFER in
[55] erstmals einen kompletten Grenzzyklus angibt und der von GLOCKER in [22]
noch einmal verfeinert wird. Die bisher in diesem Abschnitt genannten Beispiele sind
im Buch [61] von PFEIFFER und GLOCKER zusammengefafit.

Komplexere Mehrkorperysteme, in denen Stofeffekte auch eine Rolle spielen, sind
Montageroboter, wie sie von SEYFFERTH in [72| untersucht wurden, und Ketten-
triebe (FRITZ, [19]). Das Getriebehdmmern bei dem die Kontaktkrifte das entschei-
dende Erkenntnisziel sind, wurde von PRESTL [66] untersucht.

1.3 Ziel und Aufbau der Arbeit

In dieser Arbeit sollen die Vorgénge bei Stofprozessen von Korpern betrachtet wer-
den. Schwerpunkt sind dabei die Effekte, die durch die Reibung im Stofkontakt
verursacht werden. Besonderes Augenmerk kommt den tangentialreversiblen Stofen
zu, bei denen die Reibung zusammen mit tangentialer Nachgiebigkeit der Korper
zur Umkehrung der Relativgeschwindigkeit fiihrt.

In Kapitel 2 wird die Modellbildung fiir Stofse dargestellt. Eingebettet in den Forma-
lismus zur Beschreibung von Mehrkorpersystemen werden die verschiedenen Hierar-
chieebenen fiir die Modellierung von Stofen vorgestellt. Das reicht von den Impuls-
stofmodellen, die es ermoglichen einen Stofl auf einen Zeitpunkt zu konzentrieren,
iiber zeitskalierte Modelle, die den Stofl entweder in seiner tatsdchlichen oder ei-
ner neuen Zeit auflosen. Am Ende dieser Hierarchie stehen elastische Korper, bei
denen auch die Ausbreitung von Festkorperwellen eine Rolle spielen kann. Fiir alle
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Arten der Stofmodellierung werden die Grenzen ihrer Zuldssigkeit beziehungsweise
die dazu notigen Entscheidungskriterien angegeben.

Das Kapitel 3 ist das zentrale theoretische Kapitel dieser Arbeit. Dort wird ein
verbessertes Impulsstofmodell prasentiert. Zunichst werden die existierenden Ele-
mentargesetze fiir den Einfachstoff miteinander verglichen. Auf Basis und Poisson’-
schen Gesetzes wird ein Formalismus fiir Mehrfachstofle starrer Kérper unter voller
Beriicksichtigung tangentialreversiber Effekte entwickelt.

In Kapitel 4 werden die zuvor dargestellten Stoflgesetze auf Spezialfille angewandt.
Der zentrale und der exzentrische Einfachstoff werden im weiteren fiir die Vergleiche
mit den StoRversuchen benétigt. Die anderen Félle erlautern spezielle Stirken und
Schwiichen der vorgestellten Gesetze an anschaulichen Beispielen. Ein Fall enthilt
die Darstellung der Stofmodellierung mit einem zeitskalierten Modell.

Einen wesentlichen Teil dieser Arbeit stellen die Stofsversuche dar, welche zur Ve-
rifikation des Impulsmodells in Kapitel 3 durchgefithrt wurden. Dazu wurde eine
Versuchsmaschine entworfen und gebaut. Diese Maschine ist in Kapitel 5 beschrie-
ben. Es wird das Maschinenkonzept, die technische Ausfiihrung sowie das Steue-
rungskonzept mit elektronischer Hard- und Software vorgestellt. Die Erlduterung
der Auswertetechnik schliefSt dieses Kapitel ab.

Die Ergebnisse der Stofsversuche sind in Kapitel 6 zusammengestellt. Gegliedert
nach zentralen und exzentrischen Stéfen werden die Versuche mit verschiedenen
Stofpartnern erldutert. Hier findet auch der Vergleich zwischen Versuchsergebnissen
und den theoretischen Vorhersagen statt.

Eine Zusammenfassung in Kapitel 7 schliefft diese Arbeit ab. Um die fortlaufen-
de Lesbarkeit des Textes in Kapitel 6 zu gewdhrleisten, sind einige der Bilder mit
Versuchsergebnissen im Anhang A zusammengestellt.
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Kapitel 2

Modellierung von Stoflen

In diesem Kapitel werden die Grundlagen vorgestellt, die man zur Modellierung
von StoRen in Mehrkorpersystemen bendtigt. Zunichst wird die Definition dafiir
gegeben, welche mechanischen Vorginge als Stofl bezeichnet werden. Fiir die mathe-
matische Behandlung derartiger Phinomene mufs in Abhéngigkeit von verschiede-
nen Rahmenbedingungen ein jeweils angepafites Stofimodell verwendet werden. Im
folgenden werden verschiedene Modellierungsvarianten vorgestellt, sowie Kriterien
angegeben, mit denen man eine Entscheidung zwischen den verschiedenen Methoden
bezogen auf ein konkretes Problem treffen kann.

2.1 Definition eines Stofles

Ein Stof liegt vor, wenn sich in einem mechanischen System Geschwindigkeiten
unstetig dndern. In der Natur gibt es keine Stofse. Sie sind immer Folge einer Ab-
bildung der Natur in ein Modell, das den kontinuierlichen Charakter jedes Korpers
zugunsten diskreter oder modaler Massen aufgibt. Ursache unstetiger Geschwindig-
keitsinderungen massebehafteter Punkte konnen nur unendliche Kréfte sein, die in
der physikalischen Realitét nicht auftreten. In tatsdchlich kontinuierlich modellierten
Systemen ohne Massendiskretisierung kdnnen theoretisch Stofsfronten auftreten, die
zu einer unstetigen Geschwindigkeitsinderung von infinitesimalen Massenelementen
fithren konnen, ohne auf unendlich grofse Kréfte angewiesen zu sein. Voraussetzung
dafiir ist jedoch eine sprunghafte Krafteinleitung, die in der Natur so nicht stattfin-
den kann, da jede stetige Annidherung zu einem stetigen Kraftzuwachs fiihrt.

Ungeachtet der Tatsache, daf es in der Natur keine Stofe gibt, sind sie dennoch ein
geeignetes Hilfsmittel, um gewisse Vorginge, die mit ,schnellen Geschwindigkeits-
anderungen verbunden sind, in einer einfachen Weise zu behandeln. Hat man bei
einer Modellierung von Korpern die Massen diskretisiert, kommt man nicht ohne
Grenziibergidnge zu unstetigen Geschwindigkeitsinderungen aus.

Es gibt zwei Ursachen fiir Stoflereignisse in mechanischen Systemen:

e 7Zwei Punkte auf einem oder mehreren Koérpern kommen in Kontakt und sie
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haben dabei eine nicht verschwindende normale Relativgeschwindigkeit.

e Durch Klemm- oder Selbsthemmungsprozesse entsteht in einem Kontakt ei-
ne im Grenzfall unendliche Kontaktkraft, die zum unstetigen Abheben der
Kontaktpartner fiihrt.

In Folge dieser Stofse konnen an anderen Stellen des Systems ebenfalls Stoflereignis-
se eintreten. Ein derartiges Ereignis bezeichnet man als Mehrfachstoff. Diese kon-
nen im Grenzfall auch ohne Geschwindigkeitsinderung einhergehen, es werden aber
trotzdem impulsartige Krafte benotigt werden, um Kontaktbedingungen nicht zu
verletzen. Diese Sonderform bezeichnet man als Kontaktkompatibilitatsstos.

2.2 Hilfsmittel aus der Theorie der Mehrkorpersy-
steme

Zur Beschreibung von Stéflen benotigt man unabhéngig von ihrer Modellierungsart
immer zwei Gleichungssitze, die sich aus der Modellierung des Systems ergeben,
in dem die Stéfe auftreten: Das ist einerseits die Bewegungsgleichung, die den Zu-
sammenhang zwischen Bewegung und den verursachenden Kréften darstellt und
andererseits die Kontaktkinematik, die die Relativbewegungen der Korper an ihren
Kontaktpunkten beschreibt.

2.2.1 Bewegungsgleichungen ungebundener Mehrkorpersy-
steme

Die Formulierung der Bewegungsgleichungen fiir ungebundene oder zweiseitig gebun-
dene Mehrkorpersysteme ist in einer grofsen Zahl von Standardwerken beschrieben.
Erwihnt seien die Werke [61], [12], [88] und [73]. Aus diesem Grund sollen hier nur
die wesentlichen Begriffe, die im weiteren zur Beschreibung von Stéfen benotigt
werden, erwahnt werden.

Ein technisch modelliertes Mehrkorpersystem besteht aus n Korpern, die durch die
Bewegungsgleichungen der 6 Starrkorperfreiheitsgrade und die der jeweils n,; ; elasti-
schen Ansatzfunktionen pro elastischem Korper beschrieben werden. In Systemen,
die in technischen Anwendungen iiblich sind, sind die Beweglichkeiten der Kérper
durch zweiseitige, das heiflt immer geschlossene Bindungen eingeschrénkt. Die Bewe-
gungen in diesem Raum lassen sich durch einen Satz von generalisierten Koordinaten
beschreiben 1.

!Bei Systemen mit geschlossenen kinematischen Schleifen kann es zweckméRig sein, mehr Ko-
ordinaten als die minimal erforderlichen zu verwenden und stindig aktive Zwangsbindungen im
System zu belassen.
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Die generalisierten Koordinaten werden iiblicherweise im Vektor g(t) zusammenge-
falt. Die Bewegungsgleichung fiir ein starr-elastisches MKS 14t sich immer in der
Form

M(q.t) G — h(q,q,t) =0 (2.1)

schreiben, wobei M die symmetrische und positiv definite Massenmatrix darstellt
und im Vektor h alle aktiven und gyroskopischen Krifte und Momente enthalten
sind. Im Fall eines Systems ohne aufgeschnittene kinematische Schleifen und ein-
seitige Bindungen ist die Dimension von q gleich der Zahl der Freiheitsgrade f des
Systems und man bezeichnet q als Minimalkoordinaten.

2.2.2 Bindungen und Kontaktkinematik

Wenn man die Bewegungsgleichung eines MKS in generalisierten Koordinaten for-
muliert hat, konnen noch zusétzliche Bindungen im System vorhanden sein, die die
Zahl der Freiheitsgrade verringern. Zweiseitige Bindungen sind permanent vorhan-
den und konnen durch Nebenbedingungen in den Satz der beschreibenden Glei-
chungen eingefiihrt werden. Von besonderem Interesse, speziell bei Systemen mit
Stofen, sind die einseitigen Bindungen, die wiahrend der zeitlichen Evolution aktiv
oder passiv werden konnen. Typische Bindungen dieser Art sind das Aufsetzen und
Wiederabheben von Kérpern aufeinander und der Ubergang von Haften zu Gleiten
und umgekehrt bei untereinander im Kontakt befindlichen Kérpern. Diesen einsei-
tigen Bindungen ist die Eigenschaft gemeinsam, dafs ihr Aktivwerden durch einen
kinematischen Indikator (verschwindender Abstand oder Relativgeschwindigkeit der
Korper) und das Passivwerden durch einen dynamischen Indikator (Kontaktkraft
verschwindet, Reibkraftreserve aufgebraucht) angezeigt wird.

Derartige Systeme mit zeitvarianter Topologie dndern die Zahl ihrer Freiheitsgrade
in Abhéngigkeit von ihrem Zustand. Durch Einfiihrung eines Bindungsformalismus
auf der Basis von Nebenbedingungen und Lagrange-Multiplikatoren ist es moglich,
alle méglichen Bindungskonfigurationen auf der Basis des gleichen Satzes von gene-
ralisierten Koordinaten darzustellen.

Voraussetzung ist die geometrische Beschreibung aller moglichen Kontaktpunkte
im System. Das Vorgehen ist in [22] ausfiihrlich erldutert, hier soll nur ein kurzer
Abrifl gegeben werden. In Bild 2.1 sind zwei Korper dargestellt, die in Kontakt treten
konnen. Auf beiden Kérpern sind an den Punkten, die durch den minimalen Abstand
gekennzeichnet sind, konturbegleitende Koordinatensysteme angebracht. Die Lage
und Orientierung der Kérper zueinander ist von den generalisierten Koordinaten g
und der Zeit ¢t abhéngig. Die Lage der normalen und tangentialen Einheitsvektoren
ny, no, t; und t,, sowie die Orte auf den Konturen s; und s, und somit auch der
Abstand rp lassen sich damit als Funktionen der Koordinaten q und der Zeit ¢
angeben.
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Koérper 1 Korper 2
Bild 2.1: Kontaktkinematik zweier Korper

Fiir die Beschreibung des Kontaktzustandes werden ein normaler und ein tangen-
tialer Lageindikator gy und gy bendotigt

gv(g,t) = rp(g.t)ns(q,t) (2.2)
gr(g,t) = —(si(q,t) +s2(q,1)), (2.3)

die sich mit den Geometriegroflen darstellen lassen. gy ist der skalare Abstand, der
beim Eindringen der Korper ineinander negativ wird und sich somit als Bindungs-
indikator gut eignet. Der tangentiale Abstand gy hat keine anschauliche Bedeutung.

Wichtig fiir die Beschreibung der Kontaktkinematik sind die Relativgeschwindigkei-
ten und -beschleunigungen, die sich fiir jede Bindung durch ein- beziehungsweise
zweimalige Differentiation aus (2.2) und (2.3) gewinnen lassen:

gy = wig+ iy (2.4)
gr = wrg+Ur (2.5)
iv = wid+wy (2.6)
gr = wkhd+ wr (2.7)

Die Vektoren wy und wy dienen dazu, die Bewegungen der Korper in die Kontak-
trichtungen zu projizieren. Die w- und w-Terme enthalten nichtlineare Anteile und
explizite Zeitabhéngigkeiten der Bindungen, die zum Beispiel dann entstehen, wenn
einer der Korper Kontakt zur zeitvariabel bewegten Umgebung bekommt.

Ist ein ganzer Satz von Bindungen zu betrachten, fallt man diese Gleichungen zu
Vektoren und Matrizen zusammen und erhélt zum Beispiel fiir eine Menge geschlos-
sener Normalbindungen die Gleichung

gy = Wig+ wy, (2.8)
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wobei die Vektoren wy zur Matrix Wy zusammengefafst werden.

Sind Bindungen im System aktiv, miissen die Einschrinkungen in der Beweglichkeit
mit Hilfe von Lagrange-Multiplikatoren in die Bewegungsgleichung des ungebunde-
nen Systems eingefiigt werden. Unter der Annahme, dafl alle Bindungen momentan
haften, das heiflt, dafs die Bindungen in normaler und tangentialer Richtung aktiv
sind, lautet die Bewegungsgleichung mit den zugehorigen Bindungsgleichungen fiir
ein derartiges System:

Mq = h+WN)\N+WT)\T (29)
in = Wid+wy =0 (2.10)
gr = WiG+wr=0 (2.11)

Die Vektoren Ay und Ar sind die Lagrange-Multiplikatoren, mit denen die Einhal-
tung der Zwangsbedingungen erreicht werden kann. Verwendet man zur Formulie-
rung der W-Matrizen, wie in Abschnitt 2.2.2 erlidutert, Einheitsvektoren, sind die
Werte der A\ die tatsdchlich im System wirkenden Zwangskréfte in den Bindungen.

Die Bewegungsgleichung (2.9) und die Nebenbedingungen (2.10) und (2.11) sind
in dieser Konfiguration nur giiltig, solange keine Bindungsiibergénge auftreten, die
durch das Uberschreiten kinematischer oder dynamischer Indikatoren angezeigt wer-
den. Danach muf das Gleichungssystem mit dem verédnderten Bindungszustand an-
gepafiten W und w neu aufgebaut werden.

Ein wichtiger Zustandsiibergang, der wihrend der zeitlichen Systementwicklung auf-
treten kann, ist der Stofs. Er tritt dann auf, wenn — geméf der Definition in 2.1 — fiir
den Abstandsindikator der Bindung ¢ gy,; = 0 eintritt und gleichzeitig gy, < 0 gilt.
Das bedeutet, dal zwei Korper an der Bindung ¢ ineinander eindringen ,wollen®, was
durch das Ereignis eines Stofles verhindert wird. Zur Berechnung des Stofies sind alle
zu diesem Zeitpunkt geschlossenen Kontakte sowie der neu hinzugekommene in der
Berechnung des Stofprozesses zu beriicksichtigen. Die mathematische Behandlung
dieses Ereignisses kann auf verschiedene Arten erfolgen, von denen einige in den
folgenden Abschnitten vorgestellt werden.

2.3 Klassifikation von Stofien

In Lehrbiichern werden Stofle in verschiedene Klassen eingeteilt. Die iiblichen Kri-
terien sind durch die Kombination der Stofpartner sowie deren Oberflichenbeschaf-
fenheit gegeben und lauten rauh—glatt, schief-gerade, zentrisch—exzentrisch sowie
die Reihe plastisch—teilelastisch—elastisch.

Das erste Kriterium macht eine Aussage iiber die Reibverhéltnisse im Stofkontakt
und ist von der Art der Modellierung véllig unabhéngig.

Ein Stof ist gerade, wenn zu Beginn des Stofles zwischen den Kérpern keine tangen-
tiale Relativgeschwindigkeit vorhanden ist, ansonsten ist er schief. Dieses Kriterium
setzt jedoch bereits ein Starrkorpermodell mit Reduktion der Kontaktzone auf einen
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Punkt voraus. Ein elastischer Kérper kann durchaus verschiedene Geschwindigkeiten
an unterschiedlichen Stellen der Kontaktzone haben.

Die verbleibenden Kriterien lassen sich nur sinnvoll bei Stofen angeben, die mit ei-
nem Starrkorper-Impulsmodell beschrieben werden. Bewegen sich die Kérper wih-
rend des Stofles weiter, ist die kinematische Beschreibung zentrisch—exzentrisch zu-
meist nur zu einem Zeitpunkt wihrend des Kontaktverlaufes erfiillt. Ob ein Stofs
plastisch oder elastisch ist, kann bei elastischen Korpern von vielen Parametern, die
nicht nur an der StoRkontaktstelle begriindet sind, abhéngen.

Daraus folgt, daf eine richtige Stoflklassifikation nur bei impulsmodellierten Stofen
moglich ist. Dabei sind iiber die bisher genannten Unterscheidungen hinaus noch
weitere Unterteilungen der Stofklassen moglich. Aus diesem Grund wird im Ab-
schnitt 3.8 eine ausfiihrliche Klassifizierung von Stéfen vorgestellt.

2.4 Abschatzen von Stofizeiten

Fiir die Entscheidung, welches Stoffmodell fiir ein spezielles Stofsproblem geeignet ist,
spielen die Stofzeit und die maximal auftretende Kraftspitze eine wesentliche Rolle.
Diese lassen sich bei komplexen Stoffkonfigurationen exakt nur aus einer Zeitsimu-
lation mit stetiger Kontaktmodellierung ermitteln; fiir die Stolgesetzentscheidung
reicht jedoch eine grobe Einordnung aus. Die Effekte von Kopplungen der Stofie
sowie die Reibung und Dampfung werden dabei vernachléssigt.

Voraussetzung fiir diese Berechnung ist ein Gesetz, das die Kontaktkraft F' in Ab-
hangigkeit vom Eindringen gy der Korper an der Kontaktstelle angibt. Hier ist
entweder ein lineares Gesetz, die Kontaktgesetze nach Hertz oder eine aufwendigere
Kontaktmodellierung denkbar. Stellt man die Eindringgeschwindigkeit mit

gy =w' q+ b (2.12)

dar, 148t sich die wirkende Masse in StoRnormalenrichtung mit m* = (w? M 'w) !
berechnen. Ausfiihrliche Erlduterungen zu dieser Annahme finden sich in Abschnitt
3.5.1. Im folgenden werden jeweils die allgemeinen Formeln und die Spezialisierung
auf das Hertz’sche Gesetz

F=0C"(-gn)"" (2.13)

angegeben. Die Konstante C ergibt sich aus der tatsichlichen Kontaktgeometrie und
den Elastizitdtseigenschaften der beteiligten Korper. Die Stofdauer ist von der Auf-
treffgeschwindigkeit gy 4 abhéngig. Bei einer Abschéitzung mufl eine mittlere typische
Geschwindigkeit gewihlt werden.

Der Verlauf der Eindringgeschwindigkeit bis zum Stillstand 148t allgemein mit

gN

: , 2
gn(gn) = 984 — — /F(QN) dgn (2.14)
0
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darstellen und lautet im Fall der Hertz’schen Pressung

4C )
5m*(—9N)2- (2.15)

gn(on) = \/Q?VA =

Das maximale Eindringen wird bei gn(gnmaz) = 0 erreicht, was sich im Fall des
Hertz’schen Kontaktgesetzes analytisch zu

2
om* 5
INmaxr = — <E912\7A> (2-16)

auflosen laRt. Die maximale Kontaktkraft kann mit anderen Kréften im System
verglichen werden und bei der Entscheidung wichtig sein, ob im Kontaktpunkt pla-
stische Verformungen oder Schidigungen auftreten. Man kann sie mit

3
om* 5
Fma:v = F(gN,ma:v)a Fmam =C (E.ﬁﬁv,q) (217)

abschitzen. Die Kontaktzeit kann man als die doppelte Eindringzeit mit dem Inte-
gral

9N,mazx

T =2 / A9 (2.18)
0

gN(gN)

ndherungsweise berechnen, welches jedoch beim FEinsetzen des Hertz’schen Ge-
schwindigkeisgesetzes (2.15) nicht analytisch losbar ist. Eine Approximation fiir die-
ses Integral, bei der mit einem linearen Federgesetz gerechnet wird, das die gleiche
Eindringtiefe wie die Hertz’sche Formel bei gleichen Stolbedingungen liefert, lautet:

T = pINmas (2.19)
gNA

Man kann nun die auftretenden Kontaktkréifte mit den sonst im System wirkenden
Kriften vergleichen und ebenso berechnen, ob sich in dem Intervall der Stofzeit
Verschiebungen ergeben, die eine Annahme konstanter Lagen wihrend des Stofles
stiitzen oder zu Fall bringen. Ebenso kann die Kontaktzeit mit Wellenlaufzeiten
verglichen werden. Diese Vergleiche bilden die wesentlichen Anhaltspunkte fiir die
Auswahl des fiir eine Modellierungsaufgabe angemessenen Stofigesetzes.

Ein weiteres Ergebnis der Hertz’schen Formeln sind die Grofie der Abplattungsellipse
sowie festigkeitsrelevante Spannungen.

In der Tabelle 2.1 sind die Berechnungen der elementaren Stofgréflen fiir zwei Wurt-
korper, welche bei Wurfversuchen verwendet wurden, aufgelistet. Die normale und
die tangentiale Relativgeschwindigkeit vor dem Stoff wurde — in Anlehnung an die
bei den Versuchen verwendeten Geschwindigkeiten — mit 4 m/s gewihlt.
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Tabelle 2.1: Vergleich der Kontaktparameter geméfs der Hertz’-
schen Kontaktgesetze fiir einen Gummi- und einen Stahlwurfkor-

per
Parameter Einheit | Stahl-Wurfk. Gummi-Wurfk.
Masse g 142 60
Ersatzdurchmesser Dy, Dy mm 60 60
E-Modul N/mm? 2.1-10° ¢ 2.8-10%°
C, gemif (2.13) Nm3 | 2.66-10%° 3.33 - 107
Kontaktabplattung mm 0.10 1.05
Maximale Kontaktkraft N 28000 1140
Maximale Beschleunigung m /s? 195000 19000
Kontaktzeit ms 0.15 1.5
Kontaktflichendurchmesser mm 3.4 10.9
Schwerpunktbewegung mm 0.6 6

@ Kontakt Stahl-Stahl
b E-Modul des Kontaktpartners ist vernachlissigbar. E.tt = 2EGummi

Besonderes Augenmerk im Hinblick auf die Auswahl des geeigneten Stoflgesetzes
mufl auf die Kontaktkrifte und die Kontaktzeit gerichtet werden. Die Kontaktkréfte
sind sehr grofl im Vergleich zu den sonst im System auftretenden Kriften. Beson-
ders deutlich wird dieser Unterschied bei einem frei fliegenden Korper, wenn man
die Kontaktkraft in eine Beschleunigung umrechnet und diese mit der Erdbeschleu-
nigung als einzige dullere Wirkung vergleicht.

Die Kontaktzeit ist fiir sich genommen eine aussagelose Grofe. Eine verwertbare
Bedeutung gewinnt sie dadurch, daff man sie mit einer typischen Geschwindigkeit
in Beziehung setzt, um die Verschiebung des Korpers wihrend des Kontaktes zu
ermitteln. Der Stahl-Wurfkorper bewegt sich bei einer Tangentialgeschwindigkeit von
4 m/s wiahrend der Kontaktzeit um 0.6 mm weiter, der Gummikorper um 6 mm. In
wieweit hier eine Modellierung auf Impulsebene noch zuléssig ist, soll im Abschnitt
6.2 geklart werden.

Die Grofie des abgeplatteten Bereichs ist von Interesse, wenn man dreidimensionale
Stoe betrachtet und die Grofe der iibertragbaren Momente, die aus Bohrreibung
resultieren, abschétzen mochte (siehe dazu [39]).

2.5 Impulsmodelle fiir Starrkorper

Tritt wihrend der Bewegung eines Mehrkorpersystems ein Stofl auf, konnen sich
die Geschwindigkeiten der betroffenen Korper ,sprunghaft® dndern. Dieser Begriff
ist nicht exakt und deshalb interpretationsbediirftig. Selbstverstindlich geschehen
alle Bewegungsvorgéinge in einer fiir technische Mehrkorpersysteme iiblichen Gro-
Renordnung stetig. Stolartige Bewegungsvorginge stellen dabei keine prinzipielle
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Ausnahme dar.

Bei vielen technisch relevanten Systemen treten jedoch héufig grofse Unterschiede in
den Zeit- und Kraftskalen auf: die wiahrend eines Stofles in den kollidierenden Kor-
pern auftretenden Krifte und Beschleunigungen sind um mehrere Gréffenordnungen
grofler als die, die sonst im System auftreten. Die StoRdauer ist so kurz, daf die ,re-
guldren”“ Bewegungen der Korper wiahrend der Dauer des Stofes vernachlissigbar
klein sein konnen. Fine Methode zur Abschitzung dieser Gréflen wird in Abschnitt
2.4 dargestellt.

Ist der Grofenordnungsunterschied ,,grofs genug“, was eine Ermessensentscheidung
fiir den Modellierer ist, kann man in einem Grenziibergang die Stofsdauer verschwin-
den und die Stoflkontaktkréfte gegen unendlich gehen lassen. Die Integrale der Stof3-
krifte iiber die Stofizeit werden Stofimpulse genannt und bleiben endlich. Die aus
den unendlichen Stofkréften resultierenden Beschleunigungen fiihren zu einer endli-
chen aber unstetigen Anderung der Geschwindigkeiten. Die Lagen der Korper blei-
ben wiahrend des Stofles konstant. Die Bewegungsgleichung fiir das stoffende System
lautet

Mq - h - WN)\N - WT)\T == 0, (220)

wobei in Wy und Wy alle zum Stolizeitpunkt geschlossenen Bindungen — haftend
oder gleitend — enthalten sind. Man integriert diese Gleichung iiber ein oder mehrere
Zeitintervalle wihrend des Stofses und lafst den Abstand dieser Zeitpunkte in einem
Grenzprozefl verschwinden. Die Bewegungsgleichung wird dadurch zu einer diskreten
Impuls- und Drallbilanz:

t1—to

to
lim /Mq' —h— WiAy — WyApdt —
t1

M(q2 — 1) — WnAni2a — WrAris = 0 (2.21)

Der Vektor h verschwindet bei diesem Grenziibergang, da er keine Elemente enthélt,
die unendlich grofs werden koénnen. g, und g, sind die generalisierten Geschwindig-
keiten zu Beginn und am Ende des Intervalls und A, die Stofimpulse, die in den
Bindungen wiahrend des Intervalls wirken. Da die Lagen unverdndert bleiben, sind
auch die Matrizen M und W konstant.

Die Zeitpunkte ¢; und ¢, in der Gleichung (2.21) sind beliebig. Bei der Verwendung
des Newton-Stofigesetzes fithrt man die Integration iiber den gesamten Stofl aus. Das
Poisson-Gesetz teilt den Stofs in eine Kompressionsphase und eine Expansionsphase
auf. Aus diesem Grund ist es erforderlich, die Integration zweimal auszufiihren: Vom
Beginn des Stofles t; = t4 bis zum Ende der Kompressionsphase t5 = t- und vom
Ende der Kompressionsphase t; = t¢ zum Ende des Stofles to = tg.

Die Kinematikgleichungen (2.4) und (2.5) kénnen zu jedem dieser Zeitpunkte auf
Geschwindigkeitsebene ausgewertet werden und ergeben die Relativgeschwindigkei-
ten in den Kontakten widhrend den jeweiligen Phasen. Die Wahl der Werte fiir A
ergibt sich aus der Anwendung eines speziellen Stofsgesetzes.
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Im folgenden wird noch einmal zusammengestellt, welche Voraussetzungen erfiillt
sein miissen, damit die Formulierung der Stofgleichungen auf Impulsebene zuléssig
ist:

e Die StoRdauer ist so kurz, daff die sonstigen Bewegungen im System in dieser
Zeit so klein sind, dafs sie vernachlissigt werden kénnen. Daraus folgt:

— Die Korper sind entweder starr oder so steif, dafs ihre Verformungen ver-
nachléssigt werden konnen.

— Alle Lagen bleiben konstant.

— Die Normal- und Tangentialrichtungen bleiben in jedem Stofkontakt kon-
stant.

e Alle anderen Kréfte im System sind so klein, daff sie gegeniiber den Stof-
kraften vernachlissigt werden konnen. Treten Kréfte der Grofenordnung der
Kraftspitzen in den Kontakten auch an vom Stoff unabhingigen Stellen auf,
kann diese Annahme zu Fehlern fiihren. (Beispiel dazu siehe in Abschnitt 4.5)

e Sind bei einem Stoflereignis mehrere einseiteige Kontakte betroffen, miissen
die Stofphasen in allen Kontakten gleichzeitig beginnen und enden.

e Der Stof muf so lange dauern, dafl die Schockwelle, die in jedem physikalischen
Korper bei einem Stof entsteht, Zeit hat, sich in den gesamten Korper auszu-
breiten und so zu dispergieren, dafs wieder eine Starrkérperbewegung entsteht
(sieche Abschnitt 2.8).

Ist die Bedingung der Kiirze des Stofles oder der Gleichzeitigkeit der Phasen nicht
erfiillt, kann eine Stofmodellierung mit Zeitskalierung weiterhelfen. Spielen Wel-
leneffekte eine Rolle, mufl eine Modellierung gewahlt werden, bei der in einzelnen
Korpern auch die Wellenausbreitung beriicksichtigt wird.

Wesentlicher Gegenstand dieser Arbeit ist die Ausformulierung eines detaillierten
Stoflgesetzes auf Impulsebene, welches in Kapitel 3 dargestellt wird.

2.6 Zeitlich und ortlich kontinuierliche Starrkorper-
modelle

Zeitskalierte Modelle kénnen immer zur Modellierung von Stoflen eingesetzt werden,
haben aber eine Reihe von Nachteilen: Die entstehenden Gleichungen miissen, bis
auf triviale Ausnahmen, immer numerisch gelost, das heifdt numerisch integriert wer-
den. Dies fiihrt zu erheblich héheren Rechenzeiten als bei einem direkten Ubergang
vom Anfangs- zum Endzustand mit wenigen Gleichungen. Es gibt aber Stofkonfi-
gurationen, bei denen eine Losung auf Impulsbilanzebene zu Fehlern fiihrt, so daf$
eine zeitskalierte Berechnung erforderlich ist:
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1. Die Stofdauer ist zwar so kurz, dafl die Annahme der konstanten Lagen noch
zuldissig ist, die Gleichzeitigkeit der Phasen ist aber durch komplizierte Haft-
Gleitiibergénge oder stark unterschiedliche Steifigkeiten in den Kontakten
nicht mehr gewahrleistet.

2. Der Stofl dauert so lange, dafl die Verschiebungen der Korper wihrend des
Stofles nicht mehr vernachléssigt werden konnen.

Werden nicht nur die Bewegungsénderungen der beteiligten Koérper durch den Stof,
sondern — zum Beispiel fiir eine Festigkeitsaussage — auch die Werte der auftre-
tenden Kraftspitzen benotigt, ist immer eine zeitskalierte Simulation mit korrekten
Kontaktpunktsteifigkeiten erforderlich.

Liegt eine Situation nach 2. vor, ist kein besonderer Formalismus zur Bindungser-
kennung und Umschaltung erforderlich: Man 14t die Kérper ineinander eindringen
und berechnet die Kontaktkraft mittels eines Kraftgesetzes. Ein so modelliertes Sy-
stem verliert durch Normalkontakte keine Freiheitsgrade mehr, die Kontaktgesetze
werden als geknickte Kraftkennlinien formuliert. Derartige Formalismen sind zum
Beispiel beim Himmern in Zahnradgetrieben zum Einsatz gekommen [66]. Ein Pro-
blem bei diesen Kontaktgesetzen besteht darin, die Ddmpfung ohne kinematische
Unvertraglichkeiten einzubauen. In [20]| sind die auftretenden Effekte verschiede-
nerer Dampfungsmodelle erldutert.

Ist in einem stofsenden System davon auszugehen, dafl die Lagen der Kérper wihrend
des Stofses unveréndert bleiben, sollen aber andererseits die Zustandsiibergiinge in
den Kontakten genauer untersucht werden, kann man eine hybride Stofformulierung
verwenden, welche die Vorteile konstanter Systemlagen mit einer feinen zeitlichen
Auflésung verkniipft. Dazu wird ein Mehrkorpersystem betrachtet, bei dem n Bin-
dungen an einem stoflenden Kontaktereignis teilnehmen. Die Relativverschiebungen,
-geschwindigkeiten und -beschleunigungen lassen sich mit den Beziehungen (2.2) bis
(2.7) berechnen. Auf Bild 2.2 ist ein Beispielsystem mit zwei aktiven Kontakten
dargestellt.

Die Kontakte sollen durch diskrete Kraftelemente modelliert werden. Abweichend
zu vielen vorgestellten Beispielen solcher Modelle (z.B. [40]) soll hier nicht nur ein
rein viskoelastisches Kraftelement verwendet, sondern auch eine kleine Zusatzmasse
eingefiihrt werden. Bei der Modellierung eines kontinuierlichen elastischen Korpers
durch diskrete Massen und Federn ist es eine willkiirliche Maffnahme, ob man diese
Diskretisierung beim &uflersten Element mit einer Feder oder einer Masse beginnt.
Diese Zusatzmasse beriihrt beim Kontakt den zweiten Korper und fiihrt dort einen
plastischen Stofd aus.

Die Zusatzmasse soll klein gewéhlt werden, die untere Schranke fiir die Wahl stellt die
numerische Behandelbarkeit des Problems dar. Zu grofse Massen kénnen Effekte in
das System einbringen, die nicht korrekt sind. In jedem Fall ist es sinnvoll, die Grofen
der Zusatzmassen in einem geeigneten Verhiltnis zu den in den Kontaktrichtungen
wirkenden Massen zu wihlen. Die normale und tangentiale Zusatzmasse fiir den
Kontakt ¢ kann durchaus unterschiedlich sein. Eine Faustformel zur Berechnung der
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| =

Bindung 2

Bindung 1

Bild 2.2: Hybrid modellierter Stofl eines MKS
Zusatzmassen lautet

Mani = f.(WﬁM—IWN)*1 (2.22)
mos = - (WEM W) (2.23)

wobei sich der Faktor f ~ 1/100 als giinstig erwiesen hat. Die Verschiebungen der
Zusatzmassen werden durch die zwei Koordinaten zy; und z7; in Normal- und
Tangentialrichtung beschrieben.

Zwischen der Zusatzmasse und der Ankoppelungsstelle an das MKS wirkt ein Kraft-
element, das eine Normalkomponente Fiy; und eine Tangentialkomponente Fr; be-
sitzt, die sich als Funktionen der Differenzen von gn; — zni, 97 — T14, N — TN
und gr; — 27, ausdriicken lassen. Zur Normalkomponente kann noch eine konstan-
te Vorspannung Flvo; addiert werden. In der Regel wird man bei der Wahl der
Kraftgesetze die Normal- und Tangentialeffekte entkoppeln. Es konnen hier lineare
Feder-Dampferpaare, Hertz’sche Kontaktgesetze oder andere geeignete Kraftgesetze
gewahlt werden.

Die Bewegungsgleichungen fiir die neuen Freiheitsgrade der Zusatzmassen lauten

MeN - Eng = —Fni+ Ang (2.24)

My Trg = —Fri+ Ay, 2.25)

wobei in den Kréften Ay; und Ar; die normalen und tangentialen Zwangskrafte
an den Kontakten der Zusatzmassen beriicksichtigt sind. Zur Berechnung dieser
Grofien miissen die Kontaktgesetze klassischer Reibbindungen verwendet werden.
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Tabelle 2.2: Wahl der Anfangsbedingungen fiir die hybride Stof-

simulation
Typ neue Bindung alte Bindung
Zustand undefiniert haftet gleitet
gna =10 gna =10 gna =10
bekannte gna <0 gna =0 gna =10
Grofen JTA = Vrel gra =0 JTA = Vrel
Av=0 Ay >0 Ay >0
Ar =20 Ar #0 Ar #0
.CL'N():O l‘NUZO .CL'N():O
Anfangs- TNo = gNA Tno =0 Tyo =0
bedingungen Ty = 0 FT(.’L'T(), .. ) = )\T FT(I‘TO; .. ) = )\T
TT0 = Vpel 1o =0 TTo = Vpel
Fno=0 Fno = An Fno = An

Jede Zusatzmasse kann sich in den Zustinden Haften und Gleiten befinden oder
aber auch abheben.

Die Bewegungsgleichung des MKS unter der Annahme konstanter Lagen lautet
Mg = WnyFy + WrFr + h, (2.26)

wobei hy der Vektor aller Krifte zum Zeitpunkt des Ereigniseintritts ist, der im
Lauf der hybriden Stofbehandlung als konstant angenommen werden soll. Diese
Gleichung wird in den Raum der Bindungsrichtungen projiziert und lautet dann:

Fy

g= WTM—1W< ) + W' M 'h, (2.27)

T

Bei den betrachteten Bindungen mufl zwischen zwei Gruppen unterschieden werden:
1. die Bindungen, die bereits zu Stobeginn geschlossen waren
2. die Bindungen, die durch den Stofs geschlossen wurden

Ziel der hybriden Stofssimulation ist es, auch die Effekte zu beriicksichtigen, die
in den Bindungen unabhingig vom Stof auftreten, den Ablauf des Stofles aber
beeinflussen konnen. Dementsprechend miissen die Anfangsbedingungen der -
Koordinaten so gesetzt werden, dafl der vor dem Stof herrschende Bindungszustand
richtig erfallt wird. In Tabelle 2.2 ist dabei die Wahl der Anfangsbedingungen fiir
die einzelnen Stoflkontakte aufgelistet.

Man faft nun den Vektor g und die Freiheitsgrade der Zusatzmassen zum Vektor y
zusammen und erhélt damit

WTM~h,

E 0 WTM-'W Fy
y = A 2.28
(o diag(mz,n)y ( -F )(F)* N 2:28)
T
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als Bewegungsgleichung fiir die hybride Stofberechnung. Als Nebenbedingungen zur
Auswertung der A stehen die Kontaktbedingungen der Zusatzmassen zur Verfiigung.
Das Gleichungssystem kann mit einem Standardintegrationsverfahren fiir Systeme
mit einseitigen Reibbindungen behandelt werden, wie es zum Beispiel in [90] be-
schrieben ist. Zusdtzlich miissen die Kréfte Fiy; und Fr; und h, iiber den Verlauf
integriert werden.

Gilt fiir eine Bindung wéhrend der Simulation Fi; < 0, das heifit die Zusatzmasse
der Bindung 7 hebt ab, scheidet sie aus der Simulation aus. Die hybride Stofberech-
nung endet dann, wenn sich alle neu hinzugekommenen Bindungen wieder getffnet
sind. Tritt dieser Fall nicht ein, ist eine hybride Modellierung in der vorgestellten
Form nicht moglich.

Will man keine tangentialreversiblen Effekte beriicksichtigen und reine Reibstofse
berechnen, kann man auf die tangentialen Massen verzichten. Man streicht in Glei-
chung (2.28) die unteren Zeilen und ersetzt den Vektor Fr durch den Vektor Ag.
Das ist auch fiir einzelne Bindungen méglich.

Kommt die Simulation zu einem erfolgreichen Abschlufs, stehen die generalisierten
Geschwindigkeiten gz noch nicht zur Verfiigung. Ziel der hybriden Stoflberechnung
war nur, die Kraftverldufe in allen Bindungen zeitskaliert abzubilden. Dies ist im
Rahmen der Simulation geschehen und die Wirkungen dieser Krafte stehen durch
ihre simultan gebildeten Integrale zur Verfiigung. Damit kann dann mit einem Im-
pulsstofl der Zustand nach dem Stofl berechnet werden:

gr =M <W< ??;Z; > + /ho dt> +qa (2.29)

Danach kann mit der normalen Zeitsimulation des Systems fortgefahren werden. Hier
seien noch einmal die Eigenschaften des hybriden Stofmodells zusammengefafit:

e Der Stofl wird zeitlich aufgelost.

e Es wird ein System integriert, das die Dimension 4-Anzahl der Stoffkontakte
besitzt.

e Komplexe Zustandsiibergdnge konnen abgebildet werden.

e Die gleiche Zeitdauer der Stoflphasen in allen Kontakten ist keine Vorausset-
zung fiir diese Modellierungsform.

e Unterschiedliche Kontaktsteifigkeiten kénnen problemlos modelliert werden.

e Die Stofssimulation kann mit dem gleichen MKS-Algorithmus wie das gesamte
einseitig gebundene System berechnet werden, wobei lediglich die Massenma-
trix und die Bindungsmatrizen andere Gestalt haben. Es treten keine inneren
Variablen auf.

e Der Stofiiibergang im gesamten MKS findet nur in einer Impulsgleichung statt.
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e Die Wirkung grofler Normalkrifte, die nicht aus Stofkréaften resultieren, bleibt
wihrend des Stofes erhalten.

In Abschnitt 4.5 wird ein ausfiihrliches Beispiel zu einer Stofimodellierung mit dieser
Methode gezeigt.

2.7 Sonderfall elastische Korper

Kollidieren zwei Korper, von denen mindestens einer elastisch modelliert ist, ist das
in der Natur ein sowohl ortlich wie zeitlich stetiger Vorgang ohne das Auftreten von
impulsartigen Kriften und damit eigentlich kein Stof. Es ist lediglich eine endliche
Kontaktkraft oder flichenhaft verteilte Pressung erforderlich, um die Materiepunkte
der Korper am gegenseitigen Eindringen zu hindern.

Bei einer Modellierung von elastischen Korpern mit einer endlichen Zahl von lo-
kalen oder globalen Ansatzfunktionen entstehen immer endliche lokale oder modale
Massen. Deshalb wird ein Stofsimpuls bendtigt, um eine Abbremsung eines Kontakt-
punktes auf die Geschwindigkeit des Kontaktpartners vorzunehmen. Dieser Impuls
wird mit einer steigenden Zahl von Ansatzfunktionen immer geringer, bis er im
Grenzfall ganz verschwindet.

Nach Aufbringen dieses Impulses bleibt der Kontakt an einer Stelle der Kontaktzo-
ne geschlossen. Die weitere Kontaktentwicklung kann nun im Rahmen der normalen
Zeitsimulation des Verhaltens des elastischen Korpers erfolgen. Da der Stofimpuls
nicht ausreicht, um den gesamten Korper abzubremsen, wird er sich in der Sum-
me aller seiner Elemente zunéchst weiter in Kontaktrichtung bewegen und durch
die Kontaktzwangsbedingung komprimiert. Dabei kommen gegebenenfalls weitere
Punkte in Kontakt oder die Kontaktzone vergrofert sich stetig. Reichen die inneren
elastischen Krifte aus, um die Bewegungsumkehrung einzuleiten, werden sich die
Massenelmente zunehmend vom Kontaktpunkt weghewegen, bis auch die Kontakt-
punkte impulsfrei in Separation iibergehen. Damit ist der ,Stol* beendet.

Dies sei an einem Beispiel erlautert. Ein elastischer Kérper K, wie in Bild 2.3 darge-
stellt, wird mit Hilfe eines Zeit-Ort-Separationsansatzes behandelt. Die Auslenkung

u(z,t) = w’'(x) - q(t) (2.30)

an jedem Ort @ zur Zeit ¢t wird durch die Ortsansatzfunktionen (Verschiebungsfel-
der) w(x) und durch die Zeitverlaufe g(t) dieser Auslenkungen beschrieben. Die
Massenmatrix des elastischen Korpers ist M und die Bewegungsgleichung lautet:
Mg =h.

Zum Zeitpunkt ¢4 beriihrt der Punkt P die inertiale Umgebung mit der nicht ver-
schwindenden Relativgeschwindigkeit

gva = wh(P) - g, (2.31)
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Bild 2.3: Stof eines elastischen Korpers

wobei wy (P) die in Stofnormalenrichtung projizierten Ansatzfunktionen im Punkt
P enthilt. Im Kontakt gilt

gNA = 'wﬁ(P) ~qa = 0. (2.32)

Der skalare Impuls A, der benétigt wird, um an der Kontaktstelle die Bindungser-
fordernisse zu erfiillen, 14#t sich mit der Gleichung

A gNa
wi (P)M 'wy(P)

(2.33)

berechnen. Der Nenner dieser Gleichung wird fiir eine steigende Anzahl von Ansatz-
funktionen immer gréfer und A damit immer kleiner.

Der ,Kontaktkompatibilitatsstofs“
do =M 'wy(P)A + qa (2.34)

fithrt die generalisierten Geschwindigkeiten g auf eine Kombination, die mit dem
neuen Bindungszustand kompatibel ist. Strenggenommen findet hier ein plastischer
Stof statt, der mit Energiedissipation verbunden ist, die jedoch umso geringer aus-
fallt, je mehr Ansatzfunktionen verwendet werden. Das Verwenden eines elastischen
Stofles an dieser Stelle ist sehr unzweckméifig: Zwar bleibt die Energie des Gesamt-
korpers erhalten, andererseits findet am Stoflkontakt ein sofortiges Wiederabheben
statt: Da der iibertragene Impuls nicht ausreicht, um die Bewegung des Korpers um-
zukehren, wird der Korper kurze Zeit spéter wieder zu einem neuen Stofs in Kontakt
kommen und erneut abheben. Der gesamte Kontakt besteht aus einer Folge von im-
mer schneller abfolgenden St6fen, was einerseits physikalisch keinen Sinn ergibt und
andererseits jeglichen Versuch einer numerischen Integration scheitern 1at. Dieser
wbouncing ball“-Effekt ist in [20] ausfiihrlich beschrieben und wird dort dadurch un-
terbunden, dafl ab der Unterschreitung einer minimalen Stofkontaktgeschwindigkeit
ein plastischer Stof postuliert wird.
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Fiir die weitere Systemsimulation mufs nun der geschlossene Kontakt als Bindung im
System beriicksichtigt werden. Die Bewegungsgleichung wird mit einer Zwangskraft
(Kontaktkraft) A\ erweitert und die Nebenbedingung muff, aus Griinden der ein-
facheren numerischen Integrierbarkeit, auf Beschleunigungsebene hinzugenommen
werden:

Mg = h+wy(P)) (2.35)
gv = wy(P)g (2.36)

Sobald die Kontaktkraft A\ kleiner als null wird, findet am Kontaktpunkt Abheben
statt, und die Bindung wird aufgeldst.

Erfolgt die Modellierung des elastischen Korpers mit Hilfe lokaler Ansatzfunktionen
(FEM), kann es sein, dafs wihrend eines Kontaktvorganges in der Abbremsphase des
Korpers stindig neue Knoten des FE-Gitters mit dem Stofpartner in Kontakt kom-
men. Dann mufl der Kontaktstofsformalismus bei jedem Knotenkontakt wiederholt
werden und danach in die Liste der Nebenbedingungen aufgenommen werden. Statt
P liegt nun eine Liste von F; vor und A ist durch einen Vektor der Kontaktkrifte
an allen Kontaktknoten zu ersetzen (siehe [35]).

Auf der Basis dieses Normalkontaktmodells 148t sich auch die Reibung als Sum-
me von Einzelreibkriaften an den Kontaktpunkten formulieren. Selbstverstindlich
mufl man dann fiir jeden neu hinzukommenden Kontakt einen ,Kontaktkompatibi-
litatsreibstoff* ausfithren und wihrend der weiteren Zeitintegration die Haft-Gleit-
Ubergiinge an allen Kontakten berticksichtigen.

Eine Methode, den ,Kontaktkompatibilitdtsstofl* ganz zu vermeiden, ist, zuséitzlich
zu der dem elastischen Korper innewohnenden FElastizitdt, an den Kontaktpunk-
ten lokale Nachgiebigkeiten einzufiithren. Die Grofe dieser Kontaktfedersteifigkeiten
kann das Stofverhalten grundsitzlich beeinflussen, wie im folgenden Abschnitt (2.8)
gezeigt wird.

2.8 Beriicksichtigung von Festkorperwellen

Stofsen Korper mit hoher Kontaktsteifigkeit zusammen, kann es erforderlich sein,
die Wellenausbreitung in den stofenden Korpern zu beriicksichtigen. Jeder Kontakt
von Festkorpern 143t sich mit letzter Konsequenz physikalisch nur mit Hilfe von
Festkorperwellen erklaren. Die Information, dafs sich ein wie auch immer geartetes
,Kraftereignis“ an einer Stelle des Korpers stattgefunden hat, kann sich maximal mit
der Korperschallgeschwindigkeit zu anderen Stellen des Koérpers hin fortpflanzen.
Das physikalische Modell ,Starrkorper geht von Informationsgleichzeitigkeit aus
und ist demnach nicht in der Lage irgendwelche Phinomene, die sich in der Zeit
eines Wellendurchlaufes durch den Korper abspielen, zu beschreiben.

Der Ubergang zu den technisch iiblichen Starrkdrpern gelingt dadurch, daf die Wel-
lenlaufzeiten in Kérpern sehr gering sind, und die Wellen im Medium so gestreut
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und dispergiert werden, dafl letztendlich jedes Korperelement einen Teil des iiber-
tragenen Impulses erhilt und sich der Kérper nach einer gewissen Zeit wieder wie
ein Starrkdrper bewegt.

Beispiel dafiir ist eine Glocke, die im schwerefreien Raum durch einen infinitesimal
kurzen Impuls angeschlagen wird. Der Anschlag erfolge so, dafs der wirkende Impuls
keinen Drall beziiglich des Glockenschwerpunktes erzeugt. Die Glocke wird einerseits
zu schwingen beginnen, andererseits mufs die mittlere Bewegung aller Massenelemen-
te dem Impulssatz gehorchen. Sind die Schwingungen der Glocke abgeklungen, das
heiflt es finden keine Relativbewegungen innerhalb der Glocke mehr statt, verhélt
sie sich gemafl der Definition wie ein Starrkorper. Es miissen sich demnach alle Ele-
mente der Glocke mit gleicher Geschwindigkeit, die sich aus dem Quotienten des
StoRimpulses und der Gesamtmasse ergibt, fortbewegen.

Sind aufgrund einer hohen Kontaktsteifigkeit die Stofkontaktzeiten so gering, dafs
die Welle keine Moglichkeit hat, im Korper zu dispergieren oder kann die Welle nicht
in einer Weise reflektiert werden, dafs sie die ihr innewohnende Energie wieder an
den Stofpunkt zuriickbringen kann, wird eine Starrkorpernéherung falsche Resultate
erbringen. Dieser Fall ist zum Beispiel beim zentralen Stofs diinner Stibe und beim
,Mehrkugelspiel* erfiillt.

Um zu entscheiden, ob die Ausbreitung von Festkorperwellen beriicksichtigt werden
muf, sind zwei Kriterien zu beachten:

1. Wesentlich ist die Form der beteiligten Kérper: Kénnen die Wellen den Kérper
ungestort durch Querschnittsinderungen, Bohrungen und andere Hindernisse
durchlaufen und auch wieder gut reflektiert werden, ist mit Einfliissen durch
Wellen zu rechnen. Stibe die in Stabachsenrichtung gestoflen werden und Ku-
geln erfiillen diese Bedingung gut. In unregelméfig geformten Korpern wird
die den Wellen innewohnende Energie durch teilweise Reflektion und Streuung
schnell gleichméfig im Korper verteilt und ein starrkorperdhnliches Verhalten
stellt sich ein.

2. Ist die Kontaktzeit, die man durch eine Abschitzung mit einem lokalen ela-
stischen Modell gewinnen kann, so kurz, dafl in dieser Zeit die Stofwelle nur
wenige Male im Korper hin- und herlaufen kann, ist mit Welleneinfiissen zu
rechnen. Voraussetzung ist jedoch, dafl gemaf Punkt 1. die Wellen auch nach
einem oder mehreren Durchlaufen durch den Korper noch als lokale Ereignisse
erhalten geblieben sind.

In der Arbeit [79] werden die wesentlichen Effekte wellendominierter Stéfe unter-
sucht und auch ihre Ubergangsbereiche zur klassischen Starrkdrper-StoRtheorie er-
fafst. Besonders geeignet ist das Beispiel, bei dem zwei Rundstidbe unterschiedlicher
Lange mit fluchtenden Achsen aufeinanderstofen. Der erste Stab mit der Masse
m prallt mit der Geschwindigkeit vy auf den zweiten ruhenden Stab mit doppelter
Lange und Masse. Zwischen den Stdben ist ein Feder-Dampferpaar angebracht, das
durch Variation der Parameter alle Kontakteigenschaften darstellen kann. In den im
folgenden dargestellten Berechnungen ist diese Steifigkeit in einem Bereich variiert,
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der von einer weichen Zwischenlage iiber die Steifigkeiten, die bei einem Hertz’schen
Kontakt balliger Stabenden auftreten bis zum perfekten Starrkérperkontakt reicht.

Berechnet man diesen Stof mit einem klassischen Impulsstofigesetz (Newton und
Poisson liefern in diesem Fall die gleichen Ergebnisse) erhilt man

1
vy = 5(1—26)1)0 (237)

1
vy = 3(1—1—6)1}0 (2.38)

mit v; als Geschwindigkeit des zunéchst ruhenden Korpers nach dem Stoff und v,
fiir den stofsenden Korper. Die Stofzahl sei e.

Bei Verwendung des idealen Wellenmodells, wie es in [69] dargestellt wird, spielen
sich in den Korpern folgende Vorgénge ab (siehe hierzu auch Bild 2.4):

1. Ausgehend von dem Kontaktpunkt laufen zwei Kompressionsfronten durch
die Stdbe. Die Punkte im stoffenden Korper die die Welle passiert hat, sind
auf die halbe Geschwindigkeit abgebremst. Die Welle im gestofienen Korper
beschleunigt jeden Massenpunkt, an dem sie vorbeigelaufen ist, auf die halbe
Stogeschwindigkeit.

2. Die Welle im stofsenden Korper erreicht das freie Ende und wird dort als
Expansionsfront reflektiert und lauft zuriick. Die passierten Bereiche haben die
Geschwindigkeit 0. Im gestoenen Korper lauft weiter eine Kompressionswelle
nach vorne.

3. Die Expansionsfront erreicht den Kontaktpunkt und kann, da dort ein Kom-
pressionsdruck herrscht, in den gestoRenen Stab iibertreten®. Der stoRende
Stab ist jetzt in Ruhe und die Kontaktstelle spannungsfrei.

4. Die Kompressionsfront im vorderen Stab hatte dessen Ende erreicht und wur-
de dort reflektiert. Nun laufen zwei gegenldufige Expansionswellen durch den
gestoflenen Stab. Sobald die erste dieser Wellen den Kontaktpunkt erreicht,
tritt endgiiltig die Separation der Kérper ein, da die Expansionsfront in der
spannungsfreien Kontaktstelle nicht iibertragen werden kann.

5. Wird keine Energie im gestofsenen Stab dissipiert, laufen in diesem zwei gegen-
laufige Fronten stindig hin und her. Die mittlere Geschwindigkeit aller Mas-
senelemente ist gleich der halben Stofgeschwindigkeit. Damit ist die globale
Impulsbilanz erfiillt.

’Es scheint zuniichst ungewthnlich, daf eine Zugwelle iiber einen rein auf Druck belastbaren
Kontakt hinweglaufen kann. Das ist aber trotzdem sinnvoll. Wenn man annimmt, daf eine Zugwelle
nicht iibertragen werden kann und sofort Separation der Korper eintritt, lduft eine Entlastungs-
welle von der zuvor unter Spannung stehenden Kontaktstelle in den gestofienen Stab, was mit der
ibertragenen Zugwelle identisch ist.
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Die vom stoflenden Korper eingebrachte kinetische Energie ist vollstindig in den
gestolenen Korper iibergegangen, dort aber zum Teil als potentielle Energie gespei-
chert. An den Stofifronten wird stindig potentielle Energie in kinetische umgewan-
delt und umgekehrt. Im Grenzzustand, wenn sich die beiden Fronten gerade in der
Mitte treffen, ist zwar die potentielle Energie vollstandig in kinetische umgewandelt,
jedoch steht dann die eine Stabhélfte wihrend sich die andere bewegt, was sofort zu
einer Art innerem Stof fithrt, der neue Fronten mit der Folge potentieller Energie
auslost (Ubergang Phase 4 — Phase 5).

Wenn die Stoffronten durch Dispersion und Dissipation verschmiert werden und
schliefflich verschwinden, bewegt sich der Gesamtkorper mit gleichférmiger Ge-
schwindigkeit wie ein Starrkorper. Die Hélfte der urspriinglichen Energie ist dann
dissipiert worden.

Die geschilderten Vorgange sind in Bild 2.4 dargestellt. Die Phasen entsprechen den
oben verwendeten Aufzihlungsnummern.

Zug 7/,  Kompressionsfront —3p
Druck \\  Expansionsfront —>

-« —>
Phase 1 0 k AL 2N I
<« <+
Phase 2 0 | % v, ¥ v, ﬂ 0
—] <+
Phase 3 Vo I Y2 Yy I 0 0
<+ —>
Phase 4 Vo I Y2 Vg I 0 0
—> <+
Phase 5 0 V 2 Vg | v 0

Bild 2.4: Ausschliefllich durch Stoiwellen beeinflufiter Stofd zwei-
er Zug-Druckstiabe

In den Bildern 2.5 und 2.6 sind die gemittelten Geschwindigkeiten der Stédbe nach
dem Stofl in Abhéngigkeit der Variation der Federsteifigkeit im Kontaktpunkt dar-
gestellt. Bild 2.5 stellt dabei die Ergebnisse des gestoflenen, Bild 2.6 die Ergebnisse
fiir den stolenden Stabes dar. Bei den Kurven 1 hat das Kontaktelement keine
Déampfung, bei den Kurven 2 wird ein viskoelastisches Kraftelement verwendet. Die
Bereiche der Geschwindigkeiten mit niedrigen Steifigkeiten entsprechen genau den
Ergebnissen, die mit dem Impulsmodell geméf den Gleichungen (2.37) und (2.38)
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gewonnen werden konnen (vy = —4 m/s). Die Kontaktzeit dauert so lange, daf sich
in den Koérpern der Starrkorperbewegungszustand voll ausbilden kann. Bei starker
Dampfung verhélt sich das System wie bei einem plastischen Stof. Erhéht man die
Steifigkeit, fallen der plastische und der elastische Fall zusammen und konvergieren
gegen das Frgebnis der Wellenberechnung, die vorhersagt, daf der stoflende Stab
stehen bleibt und der gestofene Stab sich mit vo = 1/2vy wegbewegt.

-1.4

-1.6

-1.8

-2.2 f

-2.4

Endgeschwindigkeit v1 in [m/s]

-2.6

380000 To106  Te107  Te:08 1600  Te+i0  Te+11
Federsteifigkeit in [N/m]

Bild 2.5: Gemittelte Abhebegeschwindigkeit des gestofsenen Sta-
bes, Kurve 1 ohne, Kurve 2 mit Dampfung, entnommen aus [79]

1.5

0.5 T

Endgeschwindigkeit v2 in [m/s]

-0.5

. e
16‘0000 1e+06 1e+07 1e+08 1e+09 1e+10 1e+11
Federsteifigkeit in [N/m]

Bild 2.6: Gemittelte Abhebegeschwindigkeit des stoflenden Sta-
bes, Kurve 1 ohne, Kurve 2 mit Dampfung, entnommen aus [79]

Der Bereich der Steifigkeit, der bei der Annahme von Hertz’schem Kontakt von zwei
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balligen Stabenden, erreicht wiirde, liegt bei diesem Beispiel in Abhéngigkeit vom
Balligkeitsradius zwischen 4 - 10° N/m und 1 - 10'® N/m. Das heifit, StoRe mit dieser
technischen Realisierung liegen immer im Ubergangsbereich, der weder durch ein
reines Wellenmodell, noch durch das Starrkérpermodell befriedigend gut beschrieben
werden kann. Ist der Kontakt durch schlechte Oberflichen oder Zwischenschichten
(O1) noch weicher, ihnelt das Ergebnis immer mehr dem klassischen Starrkdrperstof.

Die Grenze jeglicher Stofmodellierung ist erreicht, wenn die Anniherungsgeschwin-
digkeit der Korper grofier als ihre Korperschallgeschwindigkeit ist und ein starkes
Eindringen mit kontinuierlichem Abbremsen nicht mdoglich ist. Das hat zur Folge,
dafs die Partikel des stoflenden Korpers sich schneller an die Stofstelle annihern als
die Information des Kraftereignisses sich zu ihnen ausbreiten kann. Diese Kollision
hat eine Zerstorung des stofsenden Korpers zur Folge. Derartige Phéinomene treten
beim Einschlag von ballistischen Projektilen auf. Ein anderer Typ derartiger Stofse
sind die Einschlage von Meteoriten auf der Erde, die typischerweise mit Geschwin-
digkeiten von 10-50 km/s auf der Erdoberfliche eintreffen, was deutlich iiber der
Schallgeschwindigkeit in Gesteinskdrpern liegt.

Zusammenfassend 143t sich sagen: Wellenvorgénge konnen grundsétzlich andere Sto-
Reffekte hervorrufen, als es Starrkérpermodelle vorhersagen. Ob in einem System
derartige Effekte eine Rolle spielen, kann durch den Vergleich des Wellenlaufzeit
in einem stoflenden Korper mit der Stofizeit, gewonnen mit einer geeigneten Kon-
taktsteifigkeit, ermittelt werden. Wesentlich fiir die Giiltigkeit des Wellenmodells ist
aber eine einwandfreie Reflektion innerhalb des Korpers. Findet diese nicht statt,
wird die Welle schnell im Inneren des Korpers gestreut, und eine starrkorperartige
Geschwindigkeitsverteilung stellt sich ein.

Prinzipiell sind alle derartigen Effekte auch fiir Stéfe mit Reibung denkbar, bei
denen sich dann Schubwellen in den Korpern ausbreiten. Der Autor ist jedoch der
Ansicht, dafs in technisch relevanten Systemen diese Effekte nicht auftreten.
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Kapitel 3

Das Stofigesetz auf Impulsebene

In diesem Kapitel soll die Formulierung des Stofigesetzes auf Impulsebene dargestellt
werden. Dieses Gesetz kommt zum Einsatz, wenn bei der Berechnung des Zeitver-
haltens eines oder mehrerer Korper ein Kontaktereignis mit negativer Relativge-
schwindigkeit festgestellt wird, und nach den im Kapitel 2 dargestellten Kriterien
eine Impulsmodellierung zuléssig ist.

Zunichst werden die vorhandenen Basisstogesetze diskutiert. Im Abschnitt 3.3
wird der Ubergang von der zeitkontinuierlichen Mehrkorpersystemsimulation auf
das Stofereignis dargestellt. In den folgenden Abschnitten wird die Formulierung
der Kompressionsphase und zwei Varianten der Expansionsphase vorgestellt.

3.1 Modellvorstellung zeitdiskreter Stoigesetze

Ein Stof ist in der Natur immer ein zeitlich und ortlich kontinuierlicher Vorgang,
der bei einem Impulsmodell gedanklich in eine zeitlich unstetige Stofiiibergangsglei-
chung komprimiert wird. Ein weiteres Vereinfachungsziel ist immer auch, den Stof,
der durch lokale Abplattung immer auf eine ganze Kontaktzone einwirkt, auf einen
Kontaktpunkt zu reduzieren.

Wihrend der kurz erscheinenden Kontaktzeit konnen in einem Stofkontakt mehrere
sich zeitlich iiberlappende und beeinflussende Prozesse gleichzeitig ablaufen und zu
verschiedenen Zeiten beginnen und enden. Beispiel dafiir sind Haft-Gleit-Uberginge,
die wihrend eines Stofles mehrfach auftreten konnen.

Um ein Stofigesetz zu entwickeln, ist es deshalb sinnvoll, den eigentlich gewiinsch-
ten Starrkérpercharakter der Korper zunéchst aufzugeben und lokale Kraftelemente
im Kontaktpunkt einzufiihren. Dadurch kann man den stetigen Kontaktvorgang in
seinen Phasen und Ablaufvarianten verfolgen und die moglichen Endzustinde un-
tersuchen.

Ist es moglich, die denkbaren Endzustinde mit guter Naherung nur in Abhéngigkeit
des Anfangszustandes des Stofses darzustellen, kann man den kurzen kontinuierli-
chen auf einen infinitesimalen unstetigen Prozef reduzieren. Im Abschnitt 3.4 wird
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diese Modellvorstellung verwendet um die Vorgéinge beim tangentialreversiblen Stof}
darzustellen.

3.2 Elementare Stofigesetze

Im Lauf der Geschichte der Mechanik sind mittlerweile zahlreiche Stofigesetze vor-
geschlagen worden, die einen unmittelbaren Ubergang von ,vorher* zu ,nachher®
ermoglichen, ohne eine explizite Zeitauflosung des Stofles vornehmen zu miissen.
Letztlich basieren alle diese Gesetze auf drei Stoffhypothesen, die hier kurz vorge-
stellt werden sollen.

e Das sogenannte Newton’sche Stolgesetz:

Es fordert, daft die Abhebegeschwindigkeit zweier stofender Korper in einem
festen Verhéltnis zu der Kollisionsgeschwindigkeit steht. Dieses einfache Gesetz
hat die Schwiche, dafs die Effekte nicht-zentraler, reibungsbehafteter Stofe
nicht dargestellt werden kénnen und auch Mehrfachstoffe nicht sinnvoll mo-
dellierbar sind. Der Vorteil dieses Gesetzes besteht darin, dafs es zu keinen
kinematischen Unvertriglichkeiten kommen kann und die Dissipativitit des
Gesetzes immer eindeutig ist. Dieses Stoflgesetz kommt ohne die Verwendung
von Kraftgrofen aus und hat den Charakter einer kinematischen Zwangsbedin-
gung auf Geschwindigkeitsebene. Es ist somit ein rein kinematisches Gesetz.

e Das sogenannte Poisson’sche Stofgesetz:

Dieses Gesetz setzt zunichst die Aufteilung des Stofies in eine Kompressions-
und Expansionsphase voraus. Die zentrale Aussage des Gesetzes ist, dafl ein
bestimmter Anteil des Impulses, der an einer Kontaktstelle zur Abbremsung
der Korper in der Kompressionsphase wirken mufs, in der Expansionsphase
dort erneut wirkt und so die Separation der Korper einleitet. Die Berechnung
der Geschwindigkeitsinderungen geschieht auf der Basis von Impulsbilanzen,
das heiflt, verschiedene Bindungen konnen sich gegenseitig beeinflussen und
die Reibung in einem Stofskontakt kann auch das Abheben in Normalenrich-
tung beeinflussen. Fiir eine Klasse von Stofkonfigurationen liefert das Poisson-
Gesetz die gleichen Resultate wie das Newton’sche Gesetz, ist aber in der Lage,
auch eine grofle Klasse von weiteren Konfigurationen zu beschreiben. Der we-
sentliche Nachteil dieses Gesetzes in seiner Urform besteht darin, dafl es bei
Mehrfachstofen das Abheben der Korper voneinander nicht immer gewéhrlei-
stet. Das Poisson’sche Gesetz ist ein rein dynamisches Stoflgesetz.

e Stofsgesetze auf Energiebasis:
Es existieren mehrere Ansitze, die Stolgleichungen auf der Basis der Energie,
die wihrend des Stofses umgewandelt oder dissipiert wird, zu formulieren. Diese
Gesetze haben den Nachteil, dafs sie letztlich nur eine Gleichung (Energiebi-
lanz) zur Verfiigung haben, mit denen in einem Stofkontakt sowohl Aussagen
zur Normal- als auch zur Reibrichtung getroffen werden sollen. Besonders pro-
blematisch werden diese Gesetze bei Mehrfachstoflen.
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Sowohl das Newton’sche als auch das Poisson’sche Stoflgesetz sind urspriinglich fiir
den zentralen Stofl von zwei Koérpern entwickelt worden und liefern dort, wie auch
der Energieansatz, identische Resultate. Bei der Anwendung dieser Gesetze auf Stofe
mit Reibungseffekten und auf Mehrfachstofse scheint das Poissongesetz die grofiten
,Reserven“ zu enthalten.

Ein eher anschaulicher Vorteil des Poisson-Gesetzes 14t sich wie folgt darstellen:
die Basis der Formulierung des Stofigesetzes ist identisch mit der der Bewegungs-
gleichungen vor und nach dem Stof:

1. Krifte (Kraftstofe) sind die Ursache von Bewegungen.

2. Krifte (Kraftstofe) ergeben sich aus Gesetzen, die vom Bewegungszustand
und der Zeit abhangen.

Diese Prinzipien der Mechanik gelten auch wihrend des Stofles, und man ist deshalb
nicht auf die integrierte Grofe Energie angewiesen.

Wigt man die beschriebenen Vor- und Nachteile der Gesetze gegeneinander ab,
scheint das Poisson’sche Gesetz am besten geeignet zu sein, eine grofle Klasse ver-
schiedener Stofstypen zu beschreiben. Der Nachteil, dafl nach Stofende ein Eindrin-
gen der Korper auftreten kann, 146t sich, wie im folgenden gezeigt wird, durch die
Einfiihrung einer einseitigen Bindung verhindern.

3.3 Ubergang von der kontinuierlichen Zeitentwick-
lung zum Stof?

Ein allgemeines Mehrkorpersystem mit einseitigen Bindungen kann sich in vielen
verschiedenen Bindungskonfigurationen befinden. Ein Stof findet zunéchst an einem
oder mehreren Kontaktpunkten statt, den aktuellen Stofskontakten. Wahrend des
Stofles wirken Impulse, die sich iiber die, nach wie vor im Gesamtsystem giiltigen Im-
pulsbilanzen, an allen anderen geschlossenen Kontakten bemerkbar machen kénnen
und dort zu Anderungen in der Bindungskonfiguration fithren kénnen. So ist es ohne
weiteres denkbar, daf ein StoR an einer Stelle im System zu Haft-Gleit-Ubergiingen
oder zum Abheben von Normalbindungen an anderen einseitigen Bindungen fiihrt.
Aus diesem Grund miissen bei der Formulierung der Stofigleichungen nicht nur die
aktuellen Stoflkontakte, sondern auch alle anderen geschlossenen Bindungen im Sy-
stem beriicksichtigt werden.

Zu diesem Zeitpunkt ¢, des Stofes sind folgende Gréflen des gebundenen Mehrkor-
persystems bekannt:
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q(to) =qa : Lagen aller generalisierten Koordinaten
d(tp) =ga : Geschwindigkeiten aller generalisierten Koordinaten
M(qa,ty) = M : Massenmatrix des Systems
Wy : Jacobi-Matrix der aktiven Normalbindungen
Wy : Jacobi-Matrix der aktiven Tangentialbindungen
Wy, Wr : nichtlineare Terme der Bindungen

Der Stofs wird in zwei Phasen aufgeteilt: die Kompressions- und die Expansionspha-
se. In der Kompressionsphase wird die normale Annidherungsbewegung der Stof-
partner in den aktuellen Stoffkontakten gestoppt. Zusétzlich konnen in anderen ge-
schlossenen Bindungen Zwangsimpulse wirken. Am Ende der Kompressionsphase ist
ein Teil der vor dem Stoff im System vorhandenen kinetischen Energie in Form von
potentieller Energie im System gespeichert.

In der Expansionsphase wird die zuvor gespeicherte Energie wieder iiber die wir-
kenden Expansionsimpulse in kinetische Energie zuriickverwandelt. Dabei ist zu be-
riicksichtigen, daff Teile der Energie dissipiert werden, am Fnde kein Eindringen
der Kontaktpartner stattfinden darf und das Reibgesetz im Kontakt nicht verletzt
werden darf.

Hier kann noch zwischen zwei Stotypen unterschieden werden:

e Beim tangentialreversiblen Stofl wird ein Teil der Energie auch in die tangen-
tiale Richtung zuriickgespeichert. Im Grenzfall eines ,tangentialplastischen‘
Stofles wirkt wiahrend der Expansionsphase kein Tangentialimpuls.

e Beim reinen Reibstoff wird in tangentialer Richtung keine Energie ge- und
entspeichert. Am Reibkontakt herrscht wihrend der gesamten Stofizeit das
Coulomb’sche Reibgesetz.

Fiir beide Varianten ist die Beschreibung der Kompressionsphase identisch, die Ex-
pansionsphase unterscheidet sich. Im Fall des zentralen Stofles sind der vollstindig
tangentialplastische und der reine Reibstof identisch. Ein einfaches Beispiel fiir ein
System, bei dem sich diese Stofitypen unterscheiden wird in 4.3 vorgestellt und dis-
kutiert.

3.4 Voriiberlegungen zum Energieumsatz

In diesem Abschnitt soll der prinzipielle Ablauf eines Stofles mit einem anschaulichen
Modell fiir die verschiedenen Phasen dargestellt werden. Auch wenn im Abschnitt 3.2
die Energie zunéchst aus dem Stofgesetz verbannt wurde, so soll sie hier verwendet
werden, um die physikalischen Vorgénge besser erldutern zu kénnen.

Der Stofs soll gemafl der Modellvorstellung in Abschnitt 3.1 betrachtet werden: Wah-
rend des Stofles befindet sich zwischen den Korpern ein Kraftelement, das aus zwei
viskoelastischen Subelementen in Normal- und Tangentialrichtung zusammengesetzt
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ist. In diesem Element seien die gedachten Nachgiebigkeiten beider Stoffpartner ver-
eint. Ein tatséchlicher Kontakt herrscht nur an einem Reibelement mit Coulomb’-
scher Reibcharakteristik. Damit untersucht man den Prozefl gedanklich als stetigen
Vorgang mit allen Haft-Gleit-Ubergéingen sowie Speicherungs- und Entspeicherungs-
prozessen von Energie. Die am Ende dieser Uberlegungen verbleibenden Geschwin-
digkeitsdifferenzen dienen zur Reduktion des Stofgesetzes auf einen diskreten Ge-
schwindigkeitssprung. In Bild 3.1 sind prinzipielle mogliche Ablaufe im Stofkontakt
dargestellt.

Die Korper beriihren sich im Moment des Stofles am Kontaktpunkt. Vernachlassigt
man spiter die Weiterbewegung der Korper wihrend dem Stofs, ist dies der Kon-
taktpunkt des Starrkorpermodells. Fiir die stetige Betrachtung ist es der Punkt der
ersten Beriihrung. Im Verlauf des StoRes kommen zwei fiir die Beschreibung wich-
tige Teilpunkte hinzu: Der Kérperpunkt und der Reibpunkt. Der Korperpunkt ist
der Punkt, an dem das gedachte Kraftelement angeheftet ist. Die Krifte (Impulse)
wirken weiterhin auf den Kontaktpunkt, wihrend sich der Reibpunkt relativ zum
Korperpunkt verschiebt und damit die Auslenkung des Kraftelements darstellt.

Im Coulomb’schen Reibelement herrscht zu Beginn des Stofes, abgesehen von der
Ausnahme des vollig reibungsfreien Falles, immer Haften, da es nicht massebehaftet
ist und das Tangentialelement zunéchst entspannt ist. Im Verlauf der Kompressions-
phase steigt die Tangentialkraft wie auch die Normalkraft an. Der Reibkontakt kann
entweder losreiffen oder weiterhin haften bleiben. Die Entscheidung dariiber hingt
von dem Reibkoeffizienten, der Kontaktgeometrie, dem Verhiltnis der Anfangsge-
schwindigkeiten und von der projizierten Massenverteilung des stolenden Systems
ab. Am Ende der Kompressionsphase ist das Normalkraftelement maximal kompri-
miert und die Anndherungsgeschwindigkeit der Kérper zum Stillstand gekommen.
Ein Teil der kinetischen Anfangsenergie des Systems ist nun in Form elastischer
potentieller Energie gespeichert. (Erste Zeile von Bild 3.1)

In tangentialer Richtung sind mehrere Zustinde denkbar:

e Der Reibkontaktpunkt haftet und der Koérperpunkt ist auch in tangentialer
Richtung zum Stillstand gekommen.

e Der Reibkontaktpunkt haftet, der Kérperpunkt bewegt sich noch.

e Der Reibkontaktpunkt gleitet, und der Korperpunkt bewegt sich.

In allen Féllen ist in dem tangentialen Kraftelement ein Teil der kinetischen Energie
in Form von Verformungsenergie gespeichert. Da die Beschreibung des Stofles aber
nur einen Punkt beriicksichtigen kann, bezieht sich die Aussage ,Haften am Ende
der Kompressionsphase* eigentlich auf den Reibpunkt, obwohl nur der Kérperpunkt
betrachtet wird.

In der Expansionsphase konnen sich dhnliche Zustédnde einstellen. Ein besonders
ygutartiger Fall tritt ein, wenn die Kompressionsphase mit Haften im Reibpunkt
und Stillstand des Korperpunktes endet: In der Expansionsphase kann nun ein Teil
der gespeicherten Energie durch Entspannung sowohl des normalen als auch des
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Bild 3.1: Prinzipielle Stoabléufe
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tangentialen Kraftelements entspeichert und wieder in kinetische Energie zuriick-
verwandelt werden (Zweite Zeile von Bild 3.1). Im giinstigsten Fall kommen sogar
im Moment des Abhebens die drei Punkte wieder zur Deckung.

Ein anderer gutartiger Fall ist das kontinuierliche Gleiten wihrend der Expansions-
phase: Nach kurzer Vorspannung des tangentialen Kraftelements in der Kompressi-
onsphase gleitet es mit maximaler Reibkraft im Reibpunkt. Reibpunkt und Korper-
punkt haben keine Relativgeschwindigkeit. Da man sowieso nur Geschwindigkeiten
betrachtet, spielt dies jedoch keine Rolle. Der Lagefehler, der durch die kontinu-
ierliche Weiterbewegung des Korpers wihrend des Stofles entsteht, wird aufgrund
der Annahme ,yernachléssighare Bewegungen der Korper wihrend des StoRes* (Ab-
schnitt 2.5) billigend in Kauf genommen.

Ein widerspriichlicher Fall stellt sich ein, wenn wihrend der Expansionsphase der
zu Beginn gleitende Reibpunkt zum Stillstand kommt. Die im Tangentialelement
gespeicherte Energie kann trotzdem dazu fiihren, daf sich der Kérperpunkt am Sto-
Rende bewegt, obwohl die Kraftbilanz fiir den Reibpunkt Haften verlangt. Dieser
Fall ist durchaus nicht unwahrscheinlich. Um auch hier sinnvolle Resultate zu erzie-
len, mufl mit einem Trick das Coulomb’sche Reibgesetz modifiziert werden. Diese
Modifikation wird in Abschnitt 3.6.3 erldutert und durch Gleichung (3.26) realisiert
(Dritte Zeile von Bild 3.1). Danach ist es dem Kérper moglich, am Stofende eine Re-
lativgeschwindigkeit gegeniiber dem Stofspartner zu haben, obwohl das Reibelement
im Reibpunkt haftet.

3.5 Kompressionsphase

Zur Berechnung der Kompressionsphase sind zwei Klassen von Gleichungen erfor-
derlich: einerseits die Impulsbilanz iiber alle Korper sowie die Projektionsgleichun-
gen, die die Effekte im Stofpunkt in die Richtung der generalisierten Koordinaten
projizieren und umgekehrt, andererseits die sogenannten Stoflgesetze, welche einen
Zusammenhang zwischen kinematischen Zusténden und wirkenden Stofimpulsen
herstellen.

3.5.1 Kinematik- und Impulsgleichungen

Die Kompressionsphase beginnt mit dem Kontakt der Korper an dem oder den aktu-
ellen Stokontakten. Damit ist fiir eine Reihe von Kontaktpunkten ¢ die Bedingung
gnai(g@a,to) = 0 erfiillt. Der Index A kennzeichnet dabei den Zustand zu Beginn
des Stofes. Mit der Kinematikgleichung

gna Wi ) : ( Wy )
. = gs+ 1| 3.1
( gra ) ( wi ) wr (3.1)
konnen die Vektoren der Relativgeschwindigkeiten gx 4 in normaler und g7 4 in tan-
gentialer Richtung bestimmt werden. Wahrend der Kompressionsphase gilt die Im-
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pulsbilanz fiir alle Koérper in folgender Form:
M(gc — ga) = Wy Anc + WrArc (3.2)

Dabei bedeuten Ayc und Apc die normalen und tangentialen Impulse, die wih-
rend der Kompressionsphase in den geschlossenen Kontakten wirken und durch die
Jacobimatrizen Wy und Wr aus den Eingriffsrichtungen in die Richtungen der gene-
ralisierten Koordinaten projiziert werden. Am Ende der Kompressionsphase lauten
die generalisierten Koordinaten des Systems gc.

Fiir die Formulierung des Stoflgesetzes sind die Relativgeschwindigkeiten gye und
grc am Ende der Kompressionsphase wichtig. Man berechnet sie iiber eine zu Glei-
chung (3.1) dquivalente Projektionsgleichung:

gnc wy ) : ( Wy )
s = +1 3.3
(D)= (i e+ (2 (3.3
Durch Verkniipfung der Gleichungen (3.1) und (3.3) erhélt man eine Form, die direkt
die Anderung der Relativgeschwindigkeiten zueinander in Beziehung setzt:

( zﬁ ) N ( % )(qc—qA) + ( g;v,j ) (3.4)

Die Terme wy und wy sind in dieser Differenz verschwunden. Dies ist auch physi-
kalisch erklarbar: Die w hingen nur von g, ¢t und anderen konstanten Gréflen ab.
Diese bleiben jedoch wihrend des Stofses unveriandert.

Die Impulsgleichung (3.2) 16st man nach gc — g4 auf, setzt sie in die Kinematik-
gleichung (3.4) ein und erhélt die in die Normal- und Tangentialrichtung projizierte
Impulsbilanz:

(Go)- () (R0)-(50) o

~ J

G

Dabei faflt man die quadratische Form aus Jacobi- und inverser Massenmatrix zu der
projizierten Massenwirkungsmatrix G' zusammen. Sie ist eine quadratische, symme-
trische Matrix, die im Fall abhingiger Bindungen positiv semidefinit sonst positiv
definit ist. Im folgenden wird von der Aufteilung dieser Matrix in vier Blockunter-
matrizen

Gyy G
GZ(G:]Z G:;‘) mit Gy =WIM'W;, i je{N,T} (3.6)

Gebrauch gemacht. Gyy und Grr haben die gleichen Eigenschaften wie G, die
Nebendiagonalblockmatritzen sind ebenfalls quadratisch und es gilt Gyr = GTy.
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Die projizierte Massenwirkungsmatrix gibt, anschaulich betrachtet, Aufschlufs dar-
iiber, welche Bewegungsinderungen das System infolge der Impulswirkung in eine
der projizierten Stofrichtungen erfahren wird.

Gleichung (3.5) erlaubt es nun, aus den bekannten Anfangsgeschwindigkeiten und
den in der Kompressionsphase wirkenden Impulsen den Zustand am Ende dieser
Phase zu berechnen. Um dies durchfiihren zu kénnen, ist es auflerdem erforderlich,
die Beziehungen zwischen Impulsen und Geschwindigkeiten im sogenannten Stof-
gesetz zu erfassen. Dabei ist eine Unterscheidung zwischen einem Gesetz fiir die
normalen und die tangentiale Richtung sinnvoll.

3.5.2 Normales Stofigesetz

Die Kompressionsphase ist dadurch definiert, daff an ihrem Ende die normale Re-
lativgeschwindigkeit aller einseitigen Bindungskontakte grofer oder gleich null ist
(gn; > 0). Dabei konnen in allen Kontakten, in denen die Relativgeschwindigkeit
gn; = 0 ist, auch Impulse Ay; > 0 gewirkt haben. In Kontakten, die bereits am
Ende der Kompressionsphase eine Separationsgeschwindigkeit haben, sollen aber
keine Impulse wirken. Dieses Phinomen tritt jedoch nur bei Mehrfachstofsen auf.
Die normalen Kompressionsimpulse und die Relativgeschwindigkeiten bilden somit
ein komplementéres Paar von Vektoren, fiir die gilt:

gne > 0, Aync >0, gne - Aye =0 (komponentenweise) (3.7)

Stellt man diesen Zusammenhang graphisch dar, erhédlt man eine ,Ecke”, wie er im
linken Teil von Bild 3.2 dargestellt ist.

¥ Ine A O1c

HANG

Anc UANG Atc

Bild 3.2: Graphische Darstellung des normalen und tangentia-
len Stofigesetzes fiir die Kompressionsphase mit komplementéiren
Kennlinien



3.5 Kompressionsphase 39

3.5.3 Tangentiales Stofigesetz

Das Verhalten der beiden Stofpartner in tangentialer Richtung wird durch die Rei-
bung im Kontakt der Korper bestimmt. Mit welchen Einschriankungen das Coulom-
b’sche Reibgesetz auch auf Impulsebene giiltig ist, kann in [22] Seite 111ff. nach-
gelesen werden. Am Ende der Kompressionsphase sind in jedem Stofkontakt drei
Zustidnde denkbar:

e Gleiten in positive Richtung (gr¢ > 0): der Tangentialimpuls wirkt wihrend
der gesamten Phase in die entgegengesetzte Richtung und wird durch den
Normalimpuls und den Reibkoeffizienten bestimmt: Ape = —puAnc.

e Haften am Ende der Phase (§rc = 0): der withrend der Kompression wirkende
Tangentialimpuls ist groff genug, um im Kontakt Haften zu erreichen. Die Gro-
Re des Impulses liegt in einem Bereich, der durch die maximal iibertragbaren
Impulse an der Haftgrenze bestimmt wird: —pAne < Are < pAnc.

e Gleiten in negative Richtung (¢grc < 0): der Tangentialimpuls wirkt wiahrend
der gesamten Phase in positive Richtung und wird durch den Normalimpuls
und den Reibkoeffizienten bestimmt: Ajrc = puAyc.

Die moglichen Kombinationen von ¢r¢ und Ape lassen sich als abschnittsweise de-
finiertes Stofsgesetz fiir jeden Stoffkontakt

<0 fir ATC’ = /fJANC’
ch € =0 fir _HJANC’ < ATC < ,U,ANC (38)
>0 fiir ATC’ = _,U/ANC

beschreiben und in einem Diagramm wie im rechten Teil von Bild 3.2 darstellen.
Das Reibgesetz auf Impulsebene hat mit dem klassischen Coulomb’schen Reibgesetz
auf Kraftebene die wesentliche Figenschaft gemeinsam, abschnittsweise entweder
als Kraftgesetz oder als kinematische Zwangsbedingung zu wirken: Im Fall Haften
handelt es sich um eine kinematische Zwangsbedingung, deren Aufhebung iiber eine
Kraftbedingung (Haftkraftreserve) gesteuert wird. Im Fall Gleiten ist es ein Kraftge-
setz, das sich bei Erreichen eines kinematischen Indikators in eine Zwangsbedingung
verwandeln kann.

Die Komplementaritit von Relativgeschwindigkeit und Impuls 14t sich nicht un-
mittelbar angeben, wie es beim Normalgesetz der Fall ist.

3.5.4 Losung fiir die Kompressionsphase

Ziel ist es nun, die Zustdnde am Ende der Kompressionsphase (gyc und gr¢) in Ab-
héngigkeit von den Grofen zu Beginn (gya und gra) und den Systemparametern
(G und p;) zu berechnen. Eigentliche Zielgrofen sind die wirkenden Impulse (Ayc¢
und Ar¢), die bendtigt werden, um die Anderung der generalisierten Geschwin-
digkeiten g durch die Kompressionsphase berechnen zu konnen. Als Gleichungen
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stehen die in die Stofrichtung projizierte Impulsbilanz (3.5) und das normale (3.7)
und tangentiale (3.8) StoRgesetz zur Verfiigung.

Wenn ng Kontakte wiahrend des Stofes geschlossen sind, sucht man die Losung
eines Gleichungssystems im 4ng-dimensionalen Raum der Unbekannten. Mathema-
tisch betrachtet stellt die Impulsgleichung eine Sammlung von 2ng Hyperebenen
in diesem Raum dar. Das normale und tangentiale Stolgesetz werden durch je ng
Flachen reprisentiert. In der Summe stehen damit 4ng Fldchen zur Verfiigung, die
miteinander geschnitten werden miissen, um die Losung fiir die unbekannten Re-
lativgeschwindigkeiten und Impulse zu finden. In den Abschnitten 4.1 und 4.2, in
denen der Einfachstof detailliert untersucht wird, sind diese Flichen und Ebenen
fiir Spezialfille auch graphisch dargestellt.

Die Stoflgesetze sind abschnittsweise definiert, deshalb ist keine klassische Glei-
chungslosung ohne Fallunterscheidungen méglich. Fallen die geknickten Flachen ab-
schnittsweise mit den Koordinatenachsen zusammen oder lassen sie sich in diese
Form transformieren, existiert mit dem linearen Komplementarititsproblem (LCP)
ein formalisierter Losungsalgorithmus fiir derartige Probleme.

Ein LCP 14t sich wie folgt beschreiben: Gesucht sind 2n Unbekannte in einem
Koordinatenraum dieser Dimension, die in den zwei n-dimensionalen Vektoren x
und y zusammengefaflt sind. n lineare Gleichungen y = Ax + b beschreiben eine
n-dimensionale Mannigfaltigkeit, auf der die Losung liegen mufl. Weitere Einschran-
kungen stellen n abschnittsweise definierte, aus je zwei Halbebenen bestehende Fli-
chen dar, die durch die Gleichungen z; = 0 fiir y; > 0 und y; = 0 fiir z; > 0
beschrieben werden. Die Grofien x; und y; sind komplementar.

Will man dieses Schema auf die Losung der Kompressionsphase iibertragen, sieht
man, dafs beim normalen Stofigesetz die Impulse und Relativgeschwindigkeiten be-
reits komplementére Form aufweisen. Das tangentiale Reibgesetz besteht zwar eben-
falls aus abschnittsweise definierten Ebenen, die jedoch noch nicht die Standardform
eines LCP haben. Es ist allerdings mdoglich, den zweifach geknickten ,Haken in zwei
komplementire Bedingungen aufzuspalten.

Das Vorgehen lehnt sich an [22| an. Die Aufspaltung greift dabei auf das Verfahren
zuriick, wie es in [67] beschrieben ist. Im ersten Schritt fithrt man dazu eine Koordi-
natentransformation durch, die alle tangentialen Stofimpulse so verschiebt, dafl der
negative Ast des Reibgesetzes mit der grc ;-Achse zusammenfillt. Die verschobenen
Impulse werden Arcy,; genannt:

Arcvi = Apeyi + illne,i (3.9)
Diese Transformation wird in die Impulsbilanz (3.5) eingesetzt, die sich dann als
] Gyy — G G A ]
( ch > _ ( NN NTH NT )( NC > n ( Q.NA ) (3.10)
grc Gry — Grrp Grr Aqcvy gra

anschreiben 1dft. Die Matrizen p sind Diagonalmatrizen, deren Elemente die Reib-
koeffizienten p; der Stofkontakte sind. Die Werte von j konnen von §r4,; abhéngig
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gemacht werden, wenn bei der vorliegenden Materialpaarung eine deutliche Relativ-
geschwindigkeitsabhéngigkeit des Reibkoeffizienten vorliegt.

Ein wesentlicher Schritt ist es nun, die Reibkennlinie in den oberen rechten und den
unteren linken Ast aufzuteilen, wie es in Bild 3.3 dargestellt ist.

Bild 3.3: Aufspaltung der Reibkennlinie in zwei einseitige Bin-
dungen

Die Geschwindigkeiten werden in ihren positiven Teil g;ai > 0 und den negativen
Teil g7¢; < 0 aufgespaltet, wobei

grei = 9rci — Irc (3.11)

gilt. Die zugehorigen Tangentialimpulse werden wie folgt definiert:

Ag’JrC)’V,i = Arcv; (3.12)
Agr’gv,i = —Arcvi +21iANey (3.13)

Nach dieser Aufspaltung hat man nun 3 Paare von komplementiaren Grofen: gye
und Ayc wurden bereits oben erwihnt, hinzugekommen sind g und Agﬁgv, sowie
g7 und AL, Setzt man nun (3.11) und (3.13) in (3.10) ein, und fiigt (3.13) als
eigene Gleichung hinzu, erhélt man

gnc Gyy —Gyrp Gyr 0 Anc gna
gt¢ |=| Grvn—Grrpn Grr E A(TBV + 1| 9gra (3.14)
AL, 2 —E 0 §re 0
— " T T %

als LCP in Standardform, da die Vektoren & und y jeweils die Paare der komple-
mentdren Grofen enthalten. Nach der Losung des LCP miissen die urspriinglich
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gesuchten Grofen durch Riicktransformation gewonnen werden:

gnc direkt enthalten
grc = 9t¢ — 9rc (3.15)
Anc direkt enthalten
Are = ALy — pAyc (3.16)

Alle diese Groflen werden auch fiir die Berechnung der Expansionsphase benotigt.
Mit Hilfe der Impulse ist es moglich, die generalisierten Geschwindigkeiten

QC = QA + M_I(WNANC + WTATC’) (3.17)

des Systems am Ende der Kompressionsphase zu berechnen.

3.6 Expansionsphase mit tangentialer Reversibili-
tat

Die Struktur der Berechnung der Expansionsphase ist der der Kompressionsphase
sehr dhnlich: Es werden die in die Stofrichtungen projizierten Impulsbilanzen iiber
alle Korper sowie die Stolgesetze bendtigt.

Diese Gesetze sind jedoch fiir die Expansionsphase deutlich komplizierter als fiir
die Kompressionsphase, da die Effekte der Verschiebung Korperpunkt-Reibpunkt
allesamt in der Expansionsphase konzentriert auftreten.

3.6.1 Kinematik- und Impulsgleichungen

Wihrend der Expansionsphase findet der Ubergang der generalisierten Koordinaten
von gc am Ende der Kompressionsphase nach qp am Ende des Stofes statt, was
durch die Impulsbilanz

M(4r — 4c) = Wy Anp + WrArp (3.18)

dargestellt wird. Die in die Stofsrichtung projizierte Kinematikgleichung ist ebenfalls
aquivalent zur Kompressionsphase und laft sich als

( g:z ) N ( g;g >(QE ~de) + ( g:z ) (3.19)

anschreiben. Setzt man noch Gleichung (3.18) in (3.19) ein, erhilt man die projizierte
Impulsgleichung

) A )
( QNE ) _ G’( NE > 4 < QNC ) (3.20)
grEe Arp grc
fiir die Expansionsphase. Dieses Vorgehen ist bis auf Indexvertauschungen identisch
zur Kompressionsphase.
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3.6.2 Normales Stofigesetz

Am Ende der Kompressionsphase ist die normale Relativgeschwindigkeit in allen
Kontakten entweder gleich null, oder es hat bereits in der Kompressionsphase ei-
ne Separation eingesetzt. Ein Kompressionsimpuls konnte nur wirken, wenn keine
Separation einsetzte.

Dabei wurde wiahrend der Kompressionsphase Arbeit geleistet: kinetische Energie
wurde durch die wirkenden Impulse umgewandelt. Aufgabe der Expansionsphase ist
es nun, je nach Art der Energieumwandlung, einen Impuls fiir das Wiederabheben
der Korper zur Verfiigung zu stellen, oder ihn als dissipiert zu betrachten. In jedem
Fall mufl die Expansionsphase so gestaltet sein, daf ein weiteres Eindringen der
Korper nach ihrem Ende verhindert wird.

Das Poisson’sche Stofigesetz, das hier verwendet werden soll, stellt eine Beziehung
zwischen den Impulsen wahrend der Kompressionsphase und der Expansionsphase
her, die im Fall eines Einfachstofes

ANE' = 5NANC’ (321)

lautet. Fiir die Stoflzahl ¢y gilt immer 0 < ey < 1 und sie kann fiir jeden Stoftkon-
takt unterschiedlich sein. Eine Stofizahl e5 = 0 entspricht einem plastischen Stofs
und ey = 1 einem sogenannten vollelastischen Stof ohne lokalen Energieverlust.
Weifs man, dafl bei einer Materialpaarung eine Abhingigkeit der Stofzahl von den
Stobedingungen gegeben ist, kann ey = f(gna, Ayc) gewéhlt werden, wenn dabei
die Grenzen fiir €y eingehalten werden.

In der Natur treten immer Stofszahlen kleiner als 1 auf, da bei jedem Stof¥ ein
Teil der Energie dissipiert wird. Ein sicheres Kennzeichen dafiir, daf$ St6fe immer
einen dissipativen Charakter haben ist die Tatsache, dafl ein Stofs zumeist mit einer
Geréduschentwicklung verbunden ist. Die diesem Schall innewohnende Energie mufs
den Stofpartnern entzogen werden.

Dieses Stofigesetz in Normalenrichtung hat, wie schon in Abschnitt 3.2 erwéihnt, den
Nachteil, dafl es Eindringen der Korper ineinander am Ende des Stofies nicht aus-
schliefSt. Ein Beispiel dafiir wird in Abschnitt 4.4 erldutert. Aus diesem Grund wird
das Gesetz um eine einseitige Bindungskomponente erweitert: Der Normalimpuls be-
tragt mindestens e y Ay, kann aber beliebig groff werden, um die Impenetrabilitit
der im Kontakt befindlichen Korper zu gewéhrleisten. Da die zentrale Gleichung der
Expansionsphase die Impulsbilanz ist, besteht durch diese Mafinahme keine Gefahr,
dadurch physikalisch unzuléssige Bewegungszustinde zu erreichen.

Bild 3.4 stellt die Expansionskennlinie dar, die diese Eigenschaften zusammenfafit:
kommt es zum Abheben, wirkte der berechnete Expansionsimpuls, andernfalls kann
er beliebig groff werden, um ein Eindringen der Kérper zu verhindern. Um diese
Bedingung als klassisches LCP formulieren zu konnen, mufl die Expansionskennlinie
in den Ursprung verschoben werden. Dazu wird eine Koordinatentransformation
durchgefiihrt, bei der die neue Koordinate

ANP,z' = ANE,i - €N,iANc,i (3-22)
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A
/

ENANC

ANE

Bild 3.4: Graphische Darstellung des normalen Stofigesetzes fiir
die Expansionsphase mit komplementarer Kennlinie

eingefiihrt wird. Diese Transformation ist immer eindeutig durchfiihrbar, da sowohl
die Stoflzahl ey, als auch der wihrend der Kompressionsphase aufgetretene Impuls
Anc, zu Beginn der Expansionsphase bekannt sind. Der transformierte Impuls und
die Abhebegeschwindigkeit ergeben das Paar

gne > 0, Axp >0, g% Axp =0 (komponentenweise) (3.23)

von komplementiren Vektoren.

3.6.3 Tangentiales Stofigesetz

Das tangentiale Stofsgesetz mufl zwei wesentliche physikalische Effekte moglichst kor-
rekt wiedergeben: Einerseits ist das Verhalten im Kontakt von der dort wirkenden
Reibung geprégt, andererseits wird auch hier die mogliche tangentiale Riickspeiche-
rung der Energie iiber den wirkenden Expansionsimpuls vorgenommen.

Hierbei handelt es sich um eine ,,Hintereinanderschaltung“ von zwei Elementen: Der
Korper beriihrt im Reibungspunkt den Kontaktpartner, fiir diesen gilt das Cou-
lomb’sche Reibgesetz auf Impulsebene. Die potentielle Energie ist in tangentialen
Verschiebungen in der Umgebung der Kontaktzone gespeichert und wirkt wie ein
dahintergeschaltetes zweites elastisches Kraftelement.

Das Stofigesetz soll eine kompakte Formulierung fiir den Stoff von Kérpern in den
jeweiligen Kontaktpunkten darstellen. Das ,,Auseinanderfallen” dieser Punkte in den
Reibpunkt im Kontakt und den Kérperpunkt, auf den die Impulse wirken, tritt in der
Realitdt auf und kann in einem Stoflgesetz auf Impuls-Geschwindigkeitsebene nicht
direkt nachgebildet werden. An dieser Stelle sei noch einmal auf die Voriiberlegungen
in Abschnitt 3.4 verwiesen. Es ist jedoch mdoglich die Folgen dieses Phinomens auf
einfache Weise im Stofigesetz zu realisieren.

Prinzipiell mufs im Kontaktpunkt das Coulomb-Reibgesetz gelten. Das heifst, der in
der Expansionsphase iibertragene Tangentialimpuls darf den mit dem Reibkoeffizi-
enten multiplizierten Normalimpuls nicht {iberschreiten.
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Das Riickspeichern des Tangentialimpulses soll folgendem Gesetz gehorchen:

Arpi=c¢enierilArc, (3.24)

Analog zum Gesetz (3.21) soll ein um einen Dissipationsfaktor verminderter An-
teil des Kompressionsimpulses in der Expansionsphase wirken. Dieser tangentiale
Faktor heifit 7, kann in jeder Bindung im System unterschiedlich sein und es gilt
— analog zum normalen Koeffizienten — der Wertebereich 0 < ey < 1. In diesem
Zusammenhang muf jedoch noch eine wichtige Annahme gemacht werden: Der Ex-
pansionsimpuls in Normalenrichtung Ay ist in der Regel um den Faktor €y geringer
als der Kompressionsimpuls Ayc (Gleichung (3.21)). Aus diesem Grund wird auch
der tangentiale Expansionsimpuls Arg zusitzlich um den Faktor ey verringert. Das
ist notwendig, da der Tangentialimpuls bei seiner Entfaltung iiber die Reibung im
Kontakt auf den Normalimpuls angewiesen ist. Diese Formulierung verhindert zu-
gleich, dafs der reversible Impuls gréfer als der maximal durch Reibung iibertragbare
Impuls wird, was sich durch die Ungleichungskette

ener [Are| <en|Arc| <enpAne < pAng (3.25)

zeigen l1aRt. Mit den jetzt zusammengetragenen Gleichungen 148t sich das Expansi-
onsgesetz wie folgt formulieren (unter der Annahme Ap¢ > 0): der Expansionsimpuls
betrégt in jeder Bindung mindestens ¢y er Apc (anteilige Riickgabe der gespeicher-
ten Energie) und hochstens puAyg (Erreichen der Haftgrenze). Diese beiden Grenzen
werden durch die senkrechten Aste der Kennlinie in Bild 3.5 dargestellt.

. A
I1e

Fall A7c>0

O1e0 T

Arep | MANESATER

—
-

AtgL At

Bild 3.5: Graphische Darstellung des tangentialen Stoflgesetzes
fiir die Expansionsphase mit komplementéarer Kennlinie

In der Arbeit von GLOCKER [22] wird fiir den Bereich zwischen diesen Impulsgrenzen
gefordert, dafs die tangentiale Expansionsgeschwindigkeit ¢rg in diesem Fall ver-
schwinden soll, was klassischer Coulomb-Reibung entspricht. Physikalisch erreicht
man diesen Zustand, wenn wihrend der Kompressionsphase im Kontakt Gleiten
und zum Ende der Expansionsphase Haften herrscht.
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In Abschnitt 3.4 wurde gezeigt, daf¥ dadurch wichtige Effekte, die bei einem tan-
gentialreversiblen Stofl auftreten konnen, nicht erfaft werden. Wurde wihrend ei-
ner gleitenden Kompressionsphase das tangentiale reversible Element ,yorgespannt*,
kann es wihrend der Expansionsphase bei haftendem Kontaktpunkt die reversible
Riickspeicherung vornehmen. Da fiir die Berechnung des Gesamtstofies die Korper-
punktdynamik von Bedeutung ist und nicht das Verhalten des Reibpunktes, mufs
man hier eine Modifikation durchfiihren, um diesen Effekt im Stofgesetz beriicksich-
tigen zu konnen. Es wird die Geschwindigkeit grgo eingefiihrt, die der Kérperpunkt
in diesem Fall erhalten soll.

Man berechnet die Geschwindigkeit ¢rgg, indem man zunichst die Berechnung des
Tangentialanteils einer Expansionsphase durchfiihrt, bei der man die Impulse Ay¢
und Arc aus der Kompressionsphase verwendet, jedoch von Haften am Ende der
Kompressionsphase in den Kontakten ausgeht:

greo = Gryen Anc + Grren er Arc (3.26)

Die Matrizen ey und e7 sind Diagonalmatrizen, die die Stoflzahlen jedes Kontaktes
als Diagonalelemente enthalten. Alle Grofen sind zu Beginn der Expansionsphase
bekannt, die Berechnung kann unmittelbar erfolgen.

Diese Berechnung basiert auf folgender Annahme: Wenn wihrend der Expansions-
phase im Reibpunkt Haften auftritt, hat dies eine dhnliche Geschwindigkeitsinde-
rung am Korper zur Folge, wie wenn schon am Ende der Kompressionsphase Haften
geherrscht hitte, da auch wihrend Gleitphasen bereits eine Riickspeicherung aus
dem vorgespannten Tangentialelement stattfinden kann. Wie im Kapitel 6 gezeigt
wird, 148t sich diese Annahme gut mit Experimenten in Einklang bringen.

Nun sind die drei Aste des tangentialen StoRgesetzes in Bild 3.5 erklirt. Als Bei-
spiel ist ein Fall gewdhlt, bei dem der tangentiale Kompressionsimpuls positiv
war. Der linke Ast der Kennlinie ist bis in den positiven Quadranten zum Wert
Argr; (Index L wegen links“) verschoben. Der rechte Ast liegt an der Reibgren-
ze beim Wert Arpgr; (Index R wegen ,rechts®). Der Abstand beider Aste betragt
Arep,i = piMNE; — €ni€r,i|Arc,i|, unabhéngig vom Vorzeichen des Kompressions-
impulses. Erreicht der Expansionsimpuls keinen der beiden Extremwerte, mufs die
Expansionsgeschwindigkeit grpo betragen.

3.6.4 Losung fiir die Expansionsphase

Ziel ist es, die Zustdnde am Ende des Stofies zu berechnen. Als Eingangsgréflen
stehen die Ergebnisse am Ende der Kompressionsphase (gnyc, grc, Anc und Age)
sowie die Systemparameter (G und ;) zur Verfiigung. Neu hinzu kommen die Stofs-
zahlen ey ; und e7; in normaler und tangentialer Richtung. Gesucht sind die Impul-
se Ayp und Arg, die letztlich benotigt werden, um mit Hilfe der Impulsgleichung
(3.18) den Zustand der generalisierten Koordinaten am Stoflende zu berechnen. Als
Ergebnis stehen auch die Relativgeschwindigkeiten in den Kontakten am Ende des
StoRes (gng und grp) zur Verfiigung, die einerseits fiir das physikalische Verstédndnis
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des Stofles wichtig sind und andererseits als Indikatoren fiir den Bindungszustand
fiir die weitere Simulation des Mehrkorpersystems nach dem Stofl bendtigt werden.

Im folgenden wird erldutert, wie die Gleichungen, die die Expansionsphase beschrei-
ben, zu einem lésbaren LCP zusammengefallt werden konnen. Wie in Abschnitt
3.4 erlautert wurde, spielt die Fallunterscheidung, ob in einem Kontakt wahrend
der Kompressionsphase ein positiver oder negativer Tangentialimpuls wirkte, eine
wesentliche Rolle. Um fiir die gesamte Phase eine geschlossene Darstellung in Matri-
zenform angeben zu konnen, wird die Fallunterscheidung in den Selektionsmatrizen
ST und S~ vorgenommen, die wie folgt definiert sind:

St = diag (% (1+ sign(ATc’i))> (3.27)

S~ = diag (% (1-— sign(ATc,z'))> (3.28)

Diese Matrizen sind abgewandelte Einheitsmatrizen, deren Diagonalelemente in Ab-
héngigkeit vom Vorzeichen von Ape; entweder eins oder null betragen.

Wie bereits in der Kompressionsphase gezeigt, mufi durch geeignete Koordinaten-
transformationen

ATEV,z' - ATE,i_ATEL,i (329)
gTE‘V,z' = gTE,i_gTEO,i

die Kennlinie mit ihrem ,linken unteren” Knick in den Ursprung verschoben werden.
Die entsprechende Verschiebung der Normalkennlinie ist bereits in Gleichung (3.22)
angegeben. Man setzt nun die Transformationen (3.22), (3.29) und (3.30) in die
Impulsgleichung (3.20) ein und erhélt zwei Gleichungen

gne = Gan(Anp +envAne) + Grr(Arpy + Argr) + gne (3.31)
grev = Grn(Ayp +exAnc) + Grr(Arpy + Argr) + 9re — greo (3.32)

in normaler und tangentialer Richtung. Setzt man noch die Bestimmungsgleichung
fiir grro (3.26) in (3.32) ein, erhélt man fiir die Tangentialgleichung:

grev = GryAnp + Grr(Arpy + Argr — enerArc) + gre (3.33)

Um endgiiltig zur LCP-Formulierung zu gelangen, muf die Reibbindung noch in
zwei Einfachbindungen mit Hilfe der Gleichungen

grevi = 9revi — ITEVS (3.34)
Agj_E)'V,i = Argy; (3.35)
Agl:E)‘V,z' = —Arpv;+ Arpp,i (3.36)

aufgespaltet werden.
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Die komplementéiren Paare des Systems sind (gyg, Anp), (g';CEV,A(TJjE)V) sowie

(A(T;lv, grpv). Die Vektoren Arg, und Arpp miissen mit Hilfe der Selektionsma-
trizen in Abhéngigkeit von den Basisgroflen dargestellt werden:

Arp, = STenerArc — S™p(Anp —enAnc) (3.37)
Argp = p(Anp +envAnc) — ever|Arc| (3.38)

Man setzt nun die Gleichungen (3.34), (3.35), (3.37) und (3.38) in (3.33) und
(3.32) ein, nimmt die Gleichungen (3.36) hinzu und fafft diese in Matrix-Vektor-
Schreibweise zu

gNE ANP
gtey | =A| AL | +b (3.39)
Ag’_E)'V g;EV

zusammen, wobei die Matrix A und der Vektor b lauten:

Gyy —GyrS ™ Gyr 0
A= Gry — GTTS_[,I, Grr E (340)
u —-FE 0

GyvenAnc + GyrSTenyerAre — GnrS™ penAne + gne
b= GTT(S+ — E)ENETATC — GTTS_IlfsNANC’ + gTC (341)
H€NANC - €N€T|ATC|

Dieses LCP in Standardform kann gelost werden. Die eigentlich gesuchten Grofien
miissen durch eine Serie von Riicktransformationen gewonnen werden:

gNE direkt enthalten

gre = g.;EV —9rpv T 9reo (3.42)
Ang = Anp+enyAnc (3.43)
Arp = AS) + Appr = A, + StexerAre — S pAyg (3.44)

Die Relativgeschwindigkeiten am Stoflende sind fiir die weitere Berechnung des Ge-
samtsystems nicht erforderlich. Mit Hilfe der wihrend der Kompressions- und Ex-
pansionsphase wirkenden Impulse konnen die generalisierten Geschwindigkeiten

dr = s+ M7 (Wy(Anc + Axg) + Wr(Arce + Arg)) (3.45)

am Ende des Stofles aus denen zu Beginn des Stofles berechnet werden.
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3.7 Expansionsphase des reinen Reibstofles

In diesem Abschnitt wird die Expansionsphase des reinen Reibstofles vorgestellt.
Dieser ist bei einem zentralen Stofl identisch mit einem tangentialreversiblen Stofl
mit e = 0, was man als tangentialplastischen Stof bezeichnet. Im Fall eines exzen-
trischen Stofles konnen Unterschiede zwischen dem tangentialplastischen und dem
reinen Reibstofl auftreten, deren Voraussetzungen und Konsequenzen im Abschnitt
4.3 diskutiert werden.

Die Kompressionsphase ist fiir beide Stofstypen identisch. Auch die Expansions-
phasen haben grofle Ahnlichkeiten: Die Kinematik- und Impulsgleichungen und das
normale Stofigesetz konnen aus den Abschnitten 3.6.1 und 3.6.2 iibernommen wer-
den.

Das tangentiale Gesetz ist in diesem Fall das unmodifizierte Coulomb-Gesetz, wie
es in Gleichung (3.8) fiir die Kompressionsphase verwendet wird. Die Koordinaten-
transformationen und die Aufspaltung der Kennlinie sind identisch zur Expansions-
phase in Abschnitt 3.6.4. Aus diesen Griinden wird hier sofort das LCP angegeben,
das die gesamte Expansionsphase beschreibt:

gNE ANP
gin | =A| A, [+0b (3.46)
ASF_E)‘ 9rev

Die Matrix A und der Vektor b lauten:

Gyy — Gyntp Gyr 0
A= GTN — GTTII' GTT E (347)
21 -E 0

GynvenAnc + gne
b= grc (3.48)
0

Dieses LCP in Standardform kann gelost werden. Die eigentlich gesuchten Grofien
miissen wiederum durch Riicktransformationen gewonnen werden:

gNE direkt enthalten

gre = 9t —9rn (3.49)
Ayg = Anp+enAnc (3.50)
Arp = AG, — pAyc (3.51)

Mit Gleichung (3.45) konnen die generalisierten Geschwindigkeiten gz am Ende des
Stofes berechnet werden.
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3.8 Klassifikation von impulsmodellierten Stofien

In Abschnitt 2.3 wurde bereits die Klassifizierung von Stéflen angedeutet. Modelliert
man Stéfe mit einem Impulsstofigesetz, kann man aus der Struktur der verwendeten
Gleichungen weitere Unterscheidungskriterien ableiten.

Existiert in einem System nur eine einseitige Bindung, oder sind beim Stofs einer
Bindung alle anderen gedffnet, spricht man von einem Einfachstof, sonst von einem
MehrfachstoB. Fiir die weiteren Unterscheidungen betrachtet man die Struktur der
Massenwirkungsmatrix G.

Gilt fiir eine Gruppe von StoRfkontakten ¢, dal Gny,;; = 0, Gry,; = 0 und
Grn,j = 0 fiir alle Stokontakte j # i, das heiflt, die Nebendiagonalelemente von
G, die den Kontakt 7 mit dem Kontakt j wechselwirken lassen konnen, sind null,
nennt man diese eine entkoppelte Gruppe. Die entkoppelten Gruppen von Stofskon-
takten beeinflussen sich untereinander nicht. Die weiteren Klassifikationskriterien
lassen sich jeweils unabhingig voneinander auf die entkoppelten Gruppen anwen-
den. Jede Gruppe kann dabei andere Eigenschaften im Rahmen des folgenden Klas-
sifikationsschemas haben. Ist ein Stofs oder das Teilsystem innerhalb einer Gruppe
gekoppelt, kann man abhingig davon, welche Elemente von G besetzt sind, von
normal-, tangential- oder mischgekoppelten Stéfen sprechen.

Gilt fiir eine Gruppe von Kontakten G'nr = 0 nennt man diesen Stofs verallgemei-
nert zentral. Diese Definition wurde von GLOCKER in [22| angegeben. In der Arbeit
[5] von BATLLE wird dafiir der Begriff ,balanced collision® eingefiihrt. Bei diesen
Stofen kann das Normalproblem unabhingig vom Tangentialproblem gel6st wer-
den. Ein mischgekoppelter Stof ist immer exzentrisch. Das Beispiel in Abschnitt 4.5
zeigt, dafs die klassische Definition des zentralen Stofles, die einen Stofl als zentral
bezeichnet, wenn die Stofnormalenrichtung durch den Schwerpunkt der stofsenden
Korper verlduft, bei Mehrfachstofen mit Reibung nicht mehr triagt.

Hat die Matrix G des Stofles vollen Rang, spricht man von unabhédngigen Bindun-
gen, bei einem Rangabfall von abhingigen Bindungen. Sind in einem System mehr
Bindungen (ein Kontakt enthélt zwei Bindungen) als Freiheitsgrade, kann G nie-
mals vollen Rang haben. Somit kann auch der Einfachstof eines Kérpers mit einem
Freiheitsgrad bereits abhingige Bindungen enthalten.

Ein Stofl kann plastisch, teilelastisch oder elastisch sein. Bei der Betrachtung von
tangentialreversiblen Stoflen kann dieses Kriterium sowohl auf die Normal- als auch
auf die Tangentialrichtung angewendet werden. Dabei gilt ein Stofs als plastisch,
wenn ¢ = 0, teilelastisch, wenn 0 < € < 1 und elastisch, wenn ¢ = 1 ist. Bei einem
zentralen Einfachstofs garantiert ¢ = 1 vollstindige Energieerhaltung. Dies ist bei
komplizierten Stofen nicht uneingeschrinkt der Fall. Insbesondere in Tangential-
richtung gilt hier eine wichtige Einschriankung: Voraussetzung dafiir, daf der Stof
elastisch und damit energieerhaltend ist, ist eine fiir Haften wihrend des gesamten
Stofles ausreichende Reibung im Kontakt. Ist dies nicht der Fall, kann trotz ep =1
eine erhebliche Energiemenge beim Stof dissipiert werden (siehe Bild 4.6).

Auch bei Mehrfach-Normalstoflen bildet ein e = 1 keine Garantie fiir ein Abheben
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der Korper am Ende des Stofles. Betrachtet man den linken Teil von Bild 3.4, sieht
man, dafl die Korper trotz eines vorhandenen £y > 0 am Stofende in Kontakt
bleiben, was der Anschauung eines elastischen Stofses widerspricht.

Bei einem Einfachstofl beschreiben die Begriffe plastisch, teilelastisch und elastisch
Stofphdnomene, die sich dann mit einem geeigneten Koeffizienten erfassen lassen.
Bei komplizierten StoSphdnomemen gilt diese Anschauung nicht mehr und, die Be-
griffe sind nur noch an die Wertebereiche der Koeffizienten gebunden.

Als letztes Klassifizierungskriterium kann der reine Reibstoff und der tangential-
elastische Stoff unterschieden werden. Beim zentralen Stof ist der reine Reibstofs
identisch zum tangentialelastischen Stoff mit e = 0 und stellt somit nur einen Son-
derfall dar. Beim exzentrischen Stof kann unter besonderen Bedingungen hier ein
Unterschied auftreten, der in Abschnitt 4.3 ausfiihrlich diskutiert wird.
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Kapitel 4

Sonderfalle und Beispiele

4.1 Der zentrale Einfachstof

In diesem Abschnitt soll die Berechnung des zentralen Einfachstofles auf Impulsebene
dargestellt werden. Dabei wird der Berechnungsgang, wie er in den Abschnitten 3.5
bis 3.7 erlautert ist, auf diesen Spezialfall angewendet. Bei diesem einfachen System
konnen die LCPs (Gleichungen (3.14) und (3.39)) durch Fallunterscheidungen gelost
werden und eine geschlossene Losung des Gesamtsystems, abhingig von nur einem
Parameter, angegeben werden.

Diese Stofkonfiguration erhilt dadurch eine besondere Bedeutung, dafl ein grofler
Teil der Stoversuche mit einem rotationssymmetrischen Wurfkérper durchgefiihrt
wurde, was eine technische Realisation des zentralen Einfachstofes darstellt. Die
Mefergebnisse dieser Versuche werden in Abschnitt 6.2 mit den theoretischen Fr-
gebnissen in diesem Abschnitt verglichen.

Bei diesem Stofs gelte immer gya < 0 und gra < 0. Ersteres ist Voraussetzung
fiir das Auftreten eines Stofles und die zweite Bedingung vereinfacht die Fallun-
terscheidungen. Am Ende wird gezeigt, dafs bei gr4 > 0 symmetrische Ergebnisse
herauskommen.

Die Berechnung 148t sich iibersichtlicher gestalten, wenn man mit dimensionslosen
Grofen rechnet. Alle Geschwindigkeiten werden mit der negativen normalen Rela-
tivgeschwindigkeit normiert. Die neu entstehenden Grofien werden mit v und ent-
sprechenden Indizes bezeichnet. Eine Ausnahme stellt 74, dar bei dem der Index
weggelassen wurde, da es als wichtigster freier Parameter sehr hiufig in weiteren
Rechnungen und Bildern gebraucht wird.

Jra gnc grc
Y = . ) INC = . y  YTC = . )
—gnNA —gnNA —gnA
JNE JTE ITE
YNE = —, YTE= ———, YTE0 = — 0 (4.1)
—gnNA —gNA —gNA

Aufgrund der Annahme ¢gry < 0 gilt auch v < 0. Auch die Impulse werden in
dimensionslose Grofen umgewandelt. Dazu werden sie mit dem Element Gy der
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Massenwirkungsmatrix G multipliziert und ebenfalls durch die negative normale Re-
lativgeschwindigkeit dividiert. Da die Impulse bereits mit griechischen Buchstaben
bezeichnet sind, werden die dimensionslosen Grofien mit einem Stern* gekennzeich-
net.

G G
Aye = Y Ave, ANre = YN Are
—gnNA —gnNA
G G
Nyp = - Ave, Mg = —2 Agps (4.2)
—gnA —gnNA

Als weitere Grofe fiir die dimensionslose Darstellung wird noch das Verhéltnis der
Elemente von G mit I' = Gpr/G vy eingefiihrt. Es gilt immer I' > 0, da G in diesem
Fall positiv definit ist.

Kompressionsphase Im Fall des zentralen Stofses lassen sich das Normal- und
das Tangentialproblem unabhéngig voneinander 16sen. Aus Gleichung (3.5) werden
zwei unabhingige Gleichungen

we = Ayec—1 (4.3)
Yrc¢ = PA;"’C -7, (44)

die zusammen mit dem normalen Kontaktgesetz aus Gleichung (3.7)
Yne 2 0, Ayne >0, YncAye =0 (4.5)
und dem Reibgesetz

Yre = 0 fir —pAye < Ape < plye (4.6)
>0 fir Ape =—pAye

die Kompressionsphase beschreiben.

Die Gleichungen (4.3) und (4.5) lassen sich als zwei Kurven in der yyc-Ajy Ebene
interpretieren, die im linken Teil von Bild 4.1 dargestellt sind. Im rechten Teil sind die
Gleichungen (4.4) und (4.6) in der ypo-A% Ebene eingetragen. Die Impulsbilanzen
stellen jeweils Geraden mit positiver Steigung dar, deren y-Achsenabschnitt durch
die tangentialen Relativgeschwindigkeiten vor dem Stofs bestimmt wird. Die Losung
fiir das Normalproblem l&#t sich sofort mit

Aye=1 und ~yne =0 (4.7)

ablesen, was auch der Definition des Endes der Kompressionsphase entspricht.

Beim Tangentialproblem sind in Abhéngigkeit von v drei Losungsbereiche denkbar,
die den Féllen ,Gleiten links“, ,Gleiten rechts“ und ,Haften entsprechen. Mit der
Einschrankung v < 0 bleiben zwei Fille tibrig:
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¥ Inc b Ytc
A NG
A : * A I :,
AN —HA N A 1c
-1 1 Y
r
v o
A 1
Fall ” B
Normalproblem Tangentialproblem

Bild 4.1: Kompressionsphase des zentralen Einfachstofses

Fall A: v>—ul' yp¢ =0 Npe = % Haften
Fall B: v < —ul' ype =7+ pl' Ahe =p  Gleiten

Die Fallunterscheidung hangt nur von der normierten tangentialen Relativgeschwin-
digkeit y ab. Festzustellen ist, daf fiir den Impuls immer A% > 0 gilt.

Expansionsphase Das Normalproblem der Expansionsphase kann graphisch in
der yng-A§ g-Ebene dargestellt (Bild 4.2) und gelost werden. Die erste Komponente
der Impulsgleichung (3.20) vereinfacht sich in der dimensionslosen Darstellung zu

YWE = Ayg + Yve (4.8)
und das Stofsgesetz lautet:

YNE 2 0, (Avg —envAne) 20, IE(Ayg —enlie) =0 (4.9)
Die Impulsbilanz stellt eine Gerade dar und das Stoflgesetz einen in den ersten Qua-
dranten verschobenen Haken. Die Gerade geht immer vom Ursprung aus, da am
Ende der Kompressionsphase vy = 0 gilt. Die Steigung der Geraden ist positiv,

daher mufs der Schnittpunkt immer im senkrechten Ast des Hakens liegen. Demzu-
folge gilt am Ende der Expansionsphase

ywe =¢eny und Ayp =cen. (4.10)

Das Tangentialproblem der Expansionsphase ist entscheidend dafiir, dafl tangenti-
alreversible Effekte nachgebildet werden kénnen. Die Impulsbilanz

Yre = T'Arp + 970 (4.11)
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A YNE

enANec

Y

Bild 4.2: Expansionsphase des zentralen Einfachstofles, Normal-
problem

stellt eine Gerade mit positiver Steigung in der yrg-Aj; Ebene dar (Bild 4.3). Das
Stofgesetz setzt sich aus drei Asten zusammen, die sich wie folgt bestimmen: Da
der tangentiale Kompressionsimpuls bei den getroffenen Annahmen immer gréfer
als null ist, gilt auch A}, = enerAL- > 0. Dies stellt den linken Ast des Hakens
dar. Der rechte Ast wird durch das Coulomb’sche Reibgesetz bestimmt und liegt bei
Ny = pANyp = pen. Die Hohe des horizontalen Verbindungsastes yppg wird mit
Gleichung (3.26) zu

Yreo = enerl'Apc (4.12)

berechnet. Damit liegen die drei Abschnitte der Stoffkennlinie fest. Die Impulsbilanz
ist eine Gerade mit der positiven Steigung I' und dem ~-Achsenabschnitt yr¢, der
negativ ist. Abhéngig von diesem Abschnitt, der die tangentiale Relativgeschwindig-
keit am Ende der Kompressionsphase reprisentiert, kann die Gerade in einem der
drei Abschnitte die Kennlinie des Stofigesetzes schneiden. Bei dieser Fallunterschei-
dung miissen auch die Zustidnde am Ende der Kompressionsphase mit einbezogen
werden.

Fall A: Am Ende der Kompressionsphase herrschte Haften yr- = 0 und der Tan-
gentialimpuls betrug A%, = —v/T". Damit ergibt sich y7po = —eyery. Die Gerade
der Impulsgleichung, die im Fall A immer durch den Ursprung des vyrg-A%., Koordi-
natensystems geht, schneidet die Kennlinie damit genau in ihrem linken Knickpunkt.
Physikalisch kann man diesen Fall so interpretieren, dall wihrend der Kompressions-
phase ein tangentialer Impuls gespeichert wird, der, da wahrend des Stofses Haften
herrscht, auch weitgehend wieder zuriickgegeben werden kann.

Fall B: Am Ende der Kompressionsphase herrschte Gleiten, der Tangentialimpuls
betrug A} = p. Die Hohe des horizontalen Abschnitts der StofSkennlinie liegt damit
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Fall B2

Bild 4.3: Expansionsphase des zentralen Einfachstofses, Tangen-
tialproblem

bei

YTrE0 = 6N6TMF (413)

fest und ist nicht mehr von den Anfangsbedingungen abhéingig. Man kann die Im-
pulsgerade nun nach unten verschieben, bis sie den rechten Knickpunkt der Stofs-
kennlinie erreicht. Das ist genau dann der Fall, wenn ¢ = Tpey (e —1) gilt. Bleibt
vrc oberhalb dieser Grenze, liegt Fall B1 vor, und es gilt fiir den Expansionsimpuls
und die tangentiale Relativgeschwindigkeit:

% g
Yre = ENETTY, ATE = H(gNST — 1) — f (414)
Diesen Fall kann man sich so vorstellen, daff wihrend der gleitend absolvierten Kom-
pressionsphase ein tangentialer Impuls gespeichert werden konnte, der, da in der
Expansionsphase Haften auftritt, trotzdem entspeichert werden kann.

Gilt yr¢ < Tpey(er—1) liegt Fall B2 vor und die Impulsgerade schneidet den reinen
Reibast der Expansionskennline. Es gilt

Npp=pen,  yre=pl(1+en) +7 (4.15)

Bei dieser Stofkonfiguration herrscht wihrend des gesamten Stofles Gleiten. Die
Gleitgeschwindigkeit ist die urspriingliche Relativgeschwindigkeit, vermindert um
einen konstanten Term. Die Ergebnisse der Expansionsphase fiir die drei Félle sind
in Tabelle 4.1 zusammengefafit.
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Tabelle 4.1: Das Tangentialproblem des zentralen Einfachstofes

Kompressionsphase
Wert, Fall A Grenze Fall B
0>vy>—ul’ v =—ul’ v < —pl’
Yre 0 0 v+ pl
Are —7 H H
Expansionsphase, Ygren: = —pl'(1 + en — ener)
Fall B1 Grenze Fall B2
Y > Vgrenz Y = VYgrenz Y < Ygrenz
YTE —ENETY pe el puenerl penerl  ul'(1+en)+7
Arp —ENETT ENETH plener —1) = & HEN HEN
Gesamtstofs
Ap | —(I+ener)f (L4ener)u|  pener—3F  plen+1)  plev +1)

Der Gesamtimpuls in Normalrichtung betrdgt gem#fl den Gleichungen (4.7) und
(4.10) Ay = 1 + en. Das gesamte Verhalten dieses Stofes ist ausschlieflich von
der dimensionslosen Geschwindigkeit v und den Kontaktkoeffizienten p, ey und ep
abhingig. Fiir positive Werte von v ergibt sich ein entsprechendes punktsymmetri-
sches Verhalten. In den Bildern 4.4, 4.5 und 4.6 sind Ergebniskurven fiir jeweils 4
Parametersitze, die in Tabelle 4.2 aufgelistet sind, aufgetragen. I' = 2.5 tritt bei
einer Kreisscheibe mit auflenliegender Masse auf.

Tabelle 4.2: Untersuchte Beispielsitze
Satz I' pu ey er Typ
1 2.5 0.5 0.8 0.0 ohne tang. Reversibilitat
25 0.5 0.8 0.4 mitgeringer tang. Reversibilitdt (dhnl. Stahl)
25 05 0.8 0.8 ex=c¢er (4hnl. Gummi)
25 05 1 1 Grenzfall Energieerhaltung

= W N

In Bild 4.4 ist die tangentiale Relativgeschwindigkeit nach dem Stofs yrg iiber der
vor dem Stof v dargestellt. Die Knicke in den Kurven stellen jeweils die Grenzen
der Bereiche (A, B1, und B2) dar. Sobald e > 0 ist, entsteht in der Nihe von
v = 0, was einem Stofl mit kleiner tangentialer Relativgeschwindigkeit entspricht,
eine Umkehrung der Relativgeschwindigkeit. Ist die Relativgeschwindigkeit zu grof,
iiberwiegen die Gleitphasen wihrend des Stofles und es kann keine Reversion mehr
auftreten. Mit der Steigung der Kennlinien in der Nihe des Ursprungs 14t sich ep
gut identifizieren (Sétze 2—4). Bei Satz 4 verschwindet der Bereich des Falls B1, bei
Satz 1 sind die Fille A und B1 identisch und gehen knickfrei ineinander iiber.
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Fall B2

Fall A

Y
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Bild 4.4: Relativgeschwindigkeiten des zentralen Einfachstofes
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Bild 4.5: Tangentialimpulse des zentralen Einfachstofes
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In Bild 4.5 sind die wihrend des Stofles wirkenden Tangentialimpulse aufgetragen.
Mit steigender Reversibilitiit (Satz 1-3) wird in der Ubergangszone zunehmend mehr
Impuls iibertragen. Beim vollelastischen Stofs (Satz 4) ist der iibertragene Impuls
immer grofer, da in der Expansionsphase ein groferer Normalimpuls wirkt, der
mittels Reibung auch einen groferen Tangentialimpuls zulaft.

Energiebilanz Die Differenz aus kinetischer Energie nach dem Stofl T und vor
dem Stof Ty wird mit AT bezeichnet und l&fst sich mit Stoffimpulsen und Relativ-
geschwindigkeiten ausdriicken:

1 1 . .
AT = TE — TA = EA?VGNN + §A%GTT + ANgNA + ATgTA (416)

Es wird die dimensionslose Energie AT™* eingefiihrt, die zu folgendem Ausdruck
fiihrt:
. AT-d 1, ., 1 N N .
AT = =78 = S(A3)” + ST(A7)” — Ay + Ay (4.17)
INA 2 2
Zu zeigen ist, dafl bei dem Stoff immer Energie dissipiert wird. Da die Normierung
von AT das Vorzeichen nicht dndert, soll AT* < 0 abschnittsweise bewiesen werden.

Zunichst sollen die beiden Komponenten von AT* betrachtet werden, die A%, ent-
halten. Es gilt

1 1 1
5(A*;V)2 — Ay = 5(1 —en)?—(1—epn) = 5(a?v —1)<0firey <1  (4.18)
Diese Teile der Energiedifferenz erfiillen die Dissipationsbedingung. Grenzfall ist mit
en = 1 ein energieerhaltender Stof.

T(A%3)? + A%y fallweise un-

In tangentialer Richtung muf noch der Term AT} = %

tersucht werden:

Fall A
11
AT; = — 2 ZEENET o g ) (4.19)
2 r ~_~— —
>0 20 20

Die Teilterme sind alle grofler oder gleich null. Aufgrund des negativen Vorzeichens
entsteht dadurch ein Energieverlust. Im Fall von v = 0 ist keine tangentiale Rela-
tivbewegung vorhanden. Entsprechend wird auch keine Energie dadurch dissipiert.

Fall B1

* ]' 2 2
AT = oT ((ueNeTF) — ) (4.20)

In diesem Fall gilt immer, da v < —uI" und somit auch v? > p?T'?. Dadurch ist der
Klammerausdruck in Gleichung (4.20) immer < 0.
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Fall B2
1
AT} = (1 +ex) <§ur(1 ten) +7) (4.21)

Hier ist nicht auf den ersten Blick zu erkennen, dafs dieser Ausdruck < 0 ist. Lost
man Gleichung (4.21) nach v auf und setzt 7,.¢,. aus Tabelle 4.1 ein, erhélt man
die Ungleichung

ATy 1
— " ul(eny+1) < —pl(en + 1) + plener, 4.22
ew £ 1) 2/L(N ) pl(en +1) + pleyer (4.22)
die sich zu
AT 1
— < F( - — 1) 4.23
M(gN—f—l) v ENET 2(€N+) ( )

umformen la8t. Der Klammerausdruck auf der rechten Seite ist fiir ey < 1 und
er <1 immer < 0.

o
(6]
T

Energiedifferenz AT

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Relativgeschwindigkeit tangential y

Bild 4.6: Energiebilanz des zentralen Einfachstofes

Damit ist fiir alle Bereiche von v gezeigt, dall durch den Stof keine Energie hinzu-
gewonnen werden kann. In Bild 4.6 ist die Energiedifferenz durch den Stofs fiir die
verschiedenen Beispieldatensitze dargestellt.

In der Ndhe von v = 0 wird die Energiebilanz nur durch den normalen Stofkoeffizi-
enten €y bestimmt. Bei zunehmender Relativgeschwindigkeit nimmt die Dissipation
durch Reibung zu, etwas vermindert bei groffem e (Satz 3). Fiir Datensatz 4 ist der
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Stof im Bereich des Haftens vollstindig energieerhaltend. Bei Verlassen des Haftbe-
reichs nimmt die Dissipation durch Reibung rasch zu. Bei reinem Gleiten wihrend
des gesamten Stofles unterscheiden sich die Energieverluste der verschiedenen Para-
metersiatze nur noch gering.

Eine wichtige Erkenntnis dieser Energiebetrachtung soll im folgenden erklart wer-
den: Ein Stofs hat immer dissipativen Charakter, wenn am Ende der Expansions-
phase Haften vorliegt, das heiflt die Rollbedingung gegeniiber dem Stofpartner beim
Abheben erfiillt ist. Ausgenommen ist der triviale Fall, bei dem die Bedingung auch
zu StoRbeginn erfiillt war. Als Erlauterung soll das Beispiel in Bild 4.7 dienen.

ANTAT

Bild 4.7: Gedankenmodell fiir den Stof mit ,,Nase“

Der Tangentialimpuls entsteht in diesem Gedankenmodell nicht durch Reibung, son-
dern durch einen ,Normalstol“ an der Nase des Korpers. Man hat es also mit zwei
unabhéngigen Normalstofen zu tun. Fordert man die Erfiillung der Rollbedingung
nach dem Stof, mufl an der ,Nase“ in Tangentialrichtung ein plastischer Stof statt-
finden, der immer mit Dissipation verbunden ist.

Die Grofenordnung dieser Verluste kann man fiir ein typisches Beispiel aus dem
Bereich des Sportes abschétzen: Ein Tennisball (Hohlkugel) fliegt zunéchst drallfrei
und stoRt mit einem Anflugwinkel von 20° auf den Boden. Wenn der Stof so abliuft,
dafR fiir die normale Stoflzahl £ y_g g gilt und in tangentialer Richtung nach dem Stof
die Rollbedingung gilt, verliert der Ball insgesamt ca. 37% seiner kinetischen Energie.
Davon entfallen 4% auf den Verlust in Normalrichtung durch die Stoflzahl ey < 1
und 33% auf den Effekt der Reibung im Kontakt.

4.2 Der exzentrische Einfachstof3

In diesem Abschnitt wird der exzentrische Einfachstofs detailliert dargestellt. In die-
sem Fall sind die Gleichungen in Normal- und Tangentialrichtung nicht entkoppelt.
Einfache Fallunterscheidungen wie im Abschnitt 4.1 sind hier nicht mehr maoglich.
Es kommt ein weiterer Parameter, der das Mafs der Exzentrizitat kennzeichnet, ins
Spiel.

Zunichst wird die Kompressionsphase fiir einen derartigen Stof allgemein darge-
stellt. Danach wird fiir einen speziellen exzentrischen Korper der gesamte Stofs be-
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rechnet.

4.2.1 Die allgemeine Kompressionsphase

Auch hier soll eine dimensionslose Darstellung gewahlt werden. Zusétzlich zu den in
den Gleichungen (4.1) und (4.2) eingefiihrten Grofen wird noch I'yr = Gyr/Gyn,
eingefiihrt. Diese Grofe charakterisiert das Mafs der Exzentrizitit des Stofses. Wenn
[y = 0 gilt, ist der Stofl zentral. Sie kann aber positives und negatives Vorzeichen
annehmen, was Fallunterscheidungen erheblich erschwert.

Die Kompressionsphase wird durch vier Gleichungen beschrieben. Zunéchst wird die
Impulsbilanz 3.5 dimensionslos gemacht und in Form zweier skalarer Gleichungen

e = Ayc+TncApe—1 (4.24)
yre = TncAye +TAre +7. (4.25)

fiir die normale und tangentiale Richtung dergestellt. Hinzu kommen die Kontakt-
gesetze in normaler und tangentialer Richtung geméf den Gleichungen (4.5, 4.6).
Die vier Unbekannten sind yy¢, vre, Aye und Ajq.

Das normale Teilproblem kann man einfach 16sen: Angenommen, man befindet sich
im senkrechten Ast der Kennline (siehe Bild 3.2, linker Teil), gilt Ay = 0. Da
der Tangentialimpuls A} nur durch Reibung erzeugt werden kann, gilt somit auch
A% = 0. Damit verbleibt yyo = —1, was gleichbedeutend mit Eindringen wéire
und einen Widerspruch zum Kontaktgesetz (4.5) darstellt. Demnach muff yye = 0
gelten.

Somit verbleiben noch drei Unbekannte, fiir die die Impulsbilanzen und das tangen-
tiale Stoflgesetz zur Losung zur Verfiigung stehen. Eine weitere Einschrinkung stellt
die Beziehung Ay~ > 0 aus dem normalen Stofgesetz dar. In Bild 4.8 ist der drei-
dimensionale Raum, der durch die verbliebenen Unbekannten ypqo, Ao und Ajo
aufgespannt wird, dargestellt. Die normale und die tangentiale Impulsbilanz stellen
jeweils Ebenen in diesem Raum dar:

e Die normale Impulsbilanzebene steht senkrecht im Bild, das heifit, sie ist par-
allel zur ypc-Achse. Im Punkt P, schneidet sie bei A}, = 1 die A} -Achse.
Die Steigung in A} -Richtung betrégt ['yr. Diese Ebene kann sich in Abhén-
gigkeit von 'y um den Punkt P, in senkrechter Richtung drehen.

e Die tangentiale Impulsbilanzebene schneidet im Punkt P; die v7c-Achse beim
Wert ~. Thre Steigung in A} -Richtung betrdgt 'y und in A} -Richtung I'.
In Abhéngigkeit von der Anfangsbedingung v wird diese Ebene entlang der
vrc-Achse nach oben oder unten verschoben.

Die Ebenen sind nicht begrenzt und nur in der Zeichnung zur besseren Sichtbarkeit
jeweils auf ein endliches Flachenstiick beschrankt.
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Das Stofgesetz wird durch eine zweifach geknickte Fléche reprisentiert. Die beiden
auferen Flanken sind jeweils parallel zur ~vpc-Achse. Die verbindende horizontale
Dreiecksflache liegt in der Ebene, die durch die A% - und Aj-Achsen aufgespannt
wird. Diese Fliche erweitert sich mit der Steigung p (Reibkoeffizient) in positive
Ay o-Achsenrichtung. Die Fldchen sind jeweils halbunendlich: sie erstrecken sich von
den Knicken, an denen sie tatséchlich begrenzt sind, unendlich weit. In der Zeichnung
sind die Flachen begrenzt dargestellt.

Der Schnittpunkt der beiden Ebenen mit der Stofgesetzfliche ist der Losungspunkt
im (vre, Aye, Ao )-Raum. Zu untersuchen ist, ob in Anbetracht der Form der Reib-
fliche eine eindeutige Losung existiert. Dazu wird die Schnittgerade S der beiden
Ebenen betrachtet:

Yre I —T%r Cnr +7
ve | = “Inr [Afe+ 1 (4.26)
Mo /g 1 0

Fiir diese Gerade gilt grundsitzlich, daf mit einer Zunahme von A%, auch ¢
ansteigt, da

a’YTC
ON%.

=T -T%7 >0 (4.27)

die immer positive Determinante der positiv definiten G-Matrix ist. Aus diesem
Grund schneidet die Gerade S die Stoflgesetzfliche genau einmal, deshalb gibt es
eine eindeutige Losung.

Die Lage des Schnittpunktes wird letztlich durch vier Parameter bestimmt: Die Rei-
bung p steht unabhingig von der Stofkonfiguration fest. I' und I'yr dndern sich
durch die Lage des Schwerpunktes zum Stofpunkt im Stoffmoment und spiegeln
damit den Grad der Exzentrizitdt wieder. Der Parameter ~ stellt die Tangentialge-
schwindigkeit vor dem StofS dar.

Prinzipiell sind drei Lagen des Schnittpunktes denkbar: FEr befindet sich in einer der
beiden senkrechten Flanken, was Gleiten am Ende der Kompressionsphase in die
eine oder andere Richtung bedeutet, oder der Schnittpunkt liegt im horizontalen
Bereich, was Haften anzeigt. Tendenziell verschiebt ein grofles v den Schnittpunkt
in Richtung yp¢ > 0 und A%~ < 0. Dennoch ist auch eine Reibrichtungsumkehr
bereits in der Kompressionsphase denkbar.

Es wire auch hier mdéglich, analog zum Vorgehen in Abschnitt 4.1, eine Kaskade von
Fallunterscheidungen durchzufiihren. Dies fiihrt jedoch zu unanschaulichen Ergeb-
nissen. Es ist sinnvoller, dieses Problem numerisch mit einem LCP zu l6sen, welches
ein strukturiertes Fallunterscheidungsschema enthélt.

Die Expansionsphase ist noch komplizierter, da die Komplementaritdtsbedingung
des Normalgesetzes nicht sofort zu 16sen ist, und somit die Losung im vierdimensio-
nalen Raum zu suchen ist. Dabei geht die Anschauung vollig verloren, weshalb hier
auf eine allgemeine Darstellung verzichtet wird.
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4.2.2 Kontaktkinematik des speziellen Wurfkorpers

Es wird ein Kérper geméfs Bild 4.9 betrachtet. Der Korper sei beliebig geformt
(graue Linie). Ein Teil der Korperkontur ist ein Kreisbhogen mit dem Radius R
(schwarze Linie), an dem auch der Stof stattfindet. Stofpartner sei eine inertiale
Flache. Bezugspunkt ist der Schwerpunkt S. Fiir ihn gelten die Koordinaten z, y
und ¢ im Inertialsystem. Der Ortsvektor vom Schwerpunkt zum Mittelpunkt M
des Konturkreisbogens sei rgys. Dieser Kérper kann im Grenzfall eine Kreisscheibe
(rsy = 0) oder einen Korper mit einer Ecke (R = 0) darstellen. Auch ein Stab
ist ein Spezialfall dieser Kérpergeometrie. Der Winkel ¢ beschreibt die Verdrehung
zwischen dem korperfesten und dem inertialen Koordinatensystem.

§0=P2&

Bild 4.9: Exzentrischer Wurfkorper mit kreisbogenférmiger Kon-
taktzone

Ohne auf die Herleitung einzugehen, die im Abschnitt 2.3 von [22] ausfiihrlich be-
schrieben ist, sollen gleich die normalen und tangentialen Abstidnde und Relativge-
schwindigkeiten

gN = TSMzSINQ+reyycosp+y—R (4.28)
gr = —TsMazCOSQ+Tsmysing —ax—R-¢ (4.29)
v = ( rsmecosp —TsymySing)p+y (4.30)
gr = (—TsmgCoS@+rspmysing)p—&—R-¢ (4.31)

angegeben werden. Aus den Relativgeschwindigkeiten (Gleichung (4.30) und (4.31))
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wird die Bindungsprojektionsmatrix

0 1 r cosy —r sin
T _ SM,z 2 SM.y 2
W= ( —1 0 7rgmazsing +rsuycosp — R ) (4.32)

gewonnen.

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kann man das korperfeste Koordinatensy-
stem so wahlen, dal rgar, = 0 und rear, = rgu gilt. Zusitzlich wird eine neuer
Winkel oo = ¢ + 7/2 eingefiihrt, fiir den genau dann o« = 0 gilt, wenn der Schwer-
punkt iiber dem Stofkontaktpunkt liegt. In diesem Fall handelt es sich um einen
zentralen Stof. Die Bindungsprojektionsmatrix vereinfacht sich zu

T 0 1 rgp Sin o
w _<—1 0 —rgymcosa—R |’ (4.33)

und mit der Massenmatrix M = diag(m, m, J) ergibt sich die projizierte Massen-
wirkungsmatrix
G 1 ( J+riym(l —cos’a)  mrsysina(R + rsycosa)

~ Jm

). (4.34)

mrgy sin (R + g cos ar) J+m(R + rsycosa)?

Man sieht, dafl alle Elemente von G' vom Auftreffwinkel v abhéngen, die Hauptdia-
gonalelemente Gyy und Gpp nur in zweiter Ordnung, die Nebendiagonalelemente
G nr in erster Ordnung. Fiir @ = 0 verschwinden diese Elemente erwartungsgemésf.

4.2.3 StofBverhalten des speziellen Wurfkorpers

Fiir die Fille, die in Tabelle 4.2 dargestellt sind, soll nun das Verhalten des exzen-
trischen Stofles untersucht werden. Der Auftreffwinkel betrage zunichst a = —20°.
Dabei ergeben sich fiir den untersuchten Wurfkérper abweichend zu Tabelle 4.2
I' =3 und PNT = 0.65.

In Bild 4.10 ist analog zu Bild 4.4 die tangentiale Relativgeschwindigkeit nach dem
Stof aufgetragen. Die Sitze 1-3 zeigen zunehmendes tangentialreversibles Verhalten.
Im Schnittpunkt dieser Kurven verhalten sich die Stofle gleich: Der Stofs verlauft so,
daf kein tangentialer Impuls wirkt (Nulldurchgang aller Kurven in Bild 4.11). Das ist
genau dann der Fall wenn v = —I"yp gilt, das heiflt, das Verhéltnis der tangentialen
und normalen Relativgeschwindigkeit entspricht dem Verhiltnis der Elemente der
Massenwirkungsmatrix.

Das in dieser Arbeit vorgestellte Stofsgesetz zeichnet sich dadurch aus, daff die Ef-
fekte in tangentialer Richtung auch das Verhalten des Stofles in normaler Richtung
beeinflussen konnen. Voraussetzung dafiir ist, dall der Stofl exzentrisch ist, weil sonst
die Hauptrichtungen entkoppelt sind. In Bild 4.12 ist die Abhebegeschwindigkeit
am Ende des Stofes iiber der tangentialen Relativgeschwindigkeit aufgetragen. Bei
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Bild 4.10: Tangentiale Relativgeschwindigkeit des exzentrischen
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Bild 4.11: Tangentialimpuls des exzentrischen Einfachstofles

grofen Relativgeschwindigkeiten, die einem volligen Durchrutschen wihrend des ge-
samten Stofses entsprechen, findet keine Beeinflussung statt. Kommt es aber zum
Haften wihrend des Stofes, kann entweder eine Verringerung der Abhebegeschwin-
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Bild 4.12: Normale Relativgeschwindigkeit des exzentrischen
Einfachstofes
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Bild 4.13: Normalimpuls des exzentrischen Einfachstofses
digkeit stattfinden und im Gegenzug die Tangentialgeschwindigkeit erhéht werden

(Bereich ca. —2.5 < 7 < —0.65) oder umgekehrt aus der Tangentialbewegung Ener-
gie in die Normalbewegung umgelagert werden (Bereich ca. —0.65 < v < 2.5). Der



4.2 Der exzentrische Einfachstof§ 69

Grenzfall ist der oben beschriebene Fall v = —I"yr. Bei entsprechenden Stofkonfigu-
rationen ist es durchaus moglich, daf die normale Abhebegeschwindigkeit grofer als
die Kollisionsgeschwindgkeit ist, so dafl scheinbar ein kinematisch definiertes e > 1
auftreten kann. Dies ist ein Hinweis darauf, dafl derartige StoRvorginge keinesfalls
mit dem Newton’schen Stofsgesetz beschrieben werden konnen.

Ein interessanter Sonderfall ist in diesem Zusammenhang der sowohl in normale als
auch in tangentiale Richtung vollelastische Stofs (exy = 1, e = 1). Dieser durch Satz
4 dargestellte Fall zeichnet sich dadurch aus, daf keine Umlagerung von Energie
zwischen den Stofrichtungen stattfindet. Zur Umlagerung ist offensichtlich immer
Dissipation erforderlich.

Beim Blick auf Bild 4.13 fallt auf, dafl die Normalimpulse fiir die Satze 1-3 identisch
sind. Der Normalimpuls wiirde im zentralen Fall Ay, = 1 + ey betragen. Abhéngig
von der tangentialen Relativgeschwindigkeit vor dem Stof liegt der wirkende Impuls
entweder darunter oder dariiber.

Bei allen diesen Effekten stellt sich sofort die Frage, ob bei der Verwendung dieses
Stolgesetzes der dissipative Charakter gewahrt bleibt. Aufschlufs dariiber gibt Bild
4.14, in dem der wihrend des Stofes auftretende Energieverlust AT™* dargestellt ist.
Die Séatze 1-3 sind schon alleine aufgrund ey < 1 immer dissipativ. Satz 4 zeigt,
analog zum zentralen Stof, einen Bereich, in dem er vollstindig ohne Energiever-
lust ablduft. Dieser ist im Gegensatz zum zentralen Stof (vergleiche Bild 4.6) nicht
mehr symmetrisch beziiglich v = 0. Bei groferen Relativgeschwindigkeiten kommt
es immer zum Gleiten und damit zu reibungsbedingtem FEnergieverlust.

Energiediffernz AT

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Relativgeschwindigkeit tangential y

Bild 4.14: Energiebilanz des exzentrischen Einfachstofses

Am Beispiel der tangentialen Relativgeschwindigkeiten soll der Einfluff der Exzentri-
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zitdt dargestellt werden. In Bild 4.15 ist fiir einen Stofs, welcher Satz 3 entspricht, der
Winkel « variiert worden. Um den Fall des zentralen Stofles o = 0° gruppieren sich
punktsymmetrisch die exzentrischen Stofle mit o = +15° und o = £+30°. Interes-
santerweise geht die Reversibilitdt bei zunehmender Exzentrizitat zuriick. Dies liegt
daran, dafl in dem Mafe, wie der Stof exzentrischer wird, weniger Normalimpuls auf-
gebracht werden kann, und dementsprechend auch eher Gleiten auftritt. Dies ist bei
Betrachtung des linken oberen Elements der Matrix G (Gleichung 4.34) erkennbar:
mit zunehmendem Betrag von a wird dieses Element kleiner, was bedeutet, dafl die
zur Bewegungsumkehrung im Stofspunkt bendtigten Impulse in Normalenrichtung
bei gleicher Stoflgeschwindigkeit immer geringer werden.
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Bild 4.15: Tangentiale Relativgeschwindigkeit des exzentrischen
Einfachstofies bei verschiedenen Exzentrizitiaten

An dieser Stelle soll noch geklirt werden, in wieweit die Ergebnisse des Impulsmo-
dells mit denen des hybriden Stofmodells iibereinstimmen. Dazu wurde als Testbei-
spiel der Stofl des Wurfkorpers, der fiir die exzentrischen Stofversuche verwendet
wurde, mit beiden Stofsmodellen berechnet.

Die Ergebnisse dieses Vergleichs sind in Bild 4.16 dargestellt. Als Vergleichsgrofle
wurde die tangentiale Relativgeschwindigkeit am Ende des Stofies yrg herausgegrif-
fen, weil sie das gesamte Verhalten des Stofses in tangentialer Richtung gut zusam-
menfafst und die Beschreibung dieser Phinomene letztlich Ziel dieser Arbeit ist.

Die Matrix G ist fiir beide Fille identisch. Die Kontaktparameter lauten p =
0.8, ey = 0.85 und ¢y = 0.8, was den Eigenschaften des Gummiwurfkérpers
entspricht. Die Steifigkeits- und Dampfungswerte fiir das Hybridmodell betra-
gen cy = 200000 N/mm, ¢ = 60000 N/mm, dy = 10 Ns/mm und dr = 20 Ns/mm.
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Das Dampfungsgesetz ist so modifiziert, dafl der Ddmpfungskoeffizient bis zu einem
Mindesteindringen linear ansteigt und erst dann den vorgegebenen Wert erreicht. Die
Steifigkeiten wurden aus den Stofmessungen der Gummiwurfkérper identifiziert.

Im;:;ulsmodell
Hybridmodell +

N
T
1

N
T
+

I

ro o
T
+
1

Relativgeschwindigkeit tangential Ende y1g
A

-5 0 5 10
Relativgeschwindigkeit tangential y

, &
—
o

Bild 4.16: Vergleich des Hybridmodells mit dem Impulsmodell

Man erkennt eine weitgehende Ubereinstimmung der Ergebnisse des hybriden Mo-
dells mit dem Impulsmodell. Die tangentiale Reversibilitat wird von beiden Modellen
quasi identisch vorhergesagt. Auch das Einmiinden in die Geraden, die kontinuierli-
ches Durchrutschen wihrend des Stoes vorhersagen, ist richtig getroffen. Die kleinen
Unterschiede resultieren aus der Tatsache, daff durch das Abspalten einer Teilmasse
immer ein kleiner Modellfehler gemacht wird.

4.3 Unterschied zwischen einem tangentialplasti-
schem und reinem Reibstof

Wie schon in Abschnitt 3.7 angedeutet, kann bei exzentrischen Stéflen ein Unter-
schied zwischen dem tangentialplastischen Stoff mit e = 0 und dem reinen Reibstofs
ohne jegliche Beriicksichtigung tangentialreversibler Effekte auftreten. In diesem Ab-
schnitt soll anhand eines einfachen Beispiels beide Fille dargestellt werden. Am Ende
steht dann eine Bewertung, ob und wann dieser Unterschied wichtig sein kann.

Betrachtet werden soll eine senkrecht nach unten fallende homogene massenbehaf-
tete Scheibe (Masse M, Radius R), an der am duferen Rand eine punktformige
Zusatzmasse m angebracht ist. Die Scheibe fillt ohne Rotation senkrecht nach un-
ten und hat im Moment des Stofles die Geschwindigkeit vy in negative y-Richtung.
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Die Zusatzmasse steht dabei in der &ufsersten rechten Position. Um iibersichtlichere
Ergebnisse zu erhalten, gelte m = M /2. Im StoRpunkt soll ausreichend Reibung
herrschen, um Haften zu gewihrleisten. Der Stofkoeffizient in Normalenrichtung sei
en. Die Gesamtkonfiguration ist in Bild 4.17 dargestellt.

O
NN
Bild 4.17: Konfiguration des Stofes

Die generalisierten Koordinaten sind die Bewegung des Scheibenschwerpunktes in
x und y- Richtung, sowie die Verdrehung der Scheibe um diesen Punkt mit dem
Winkel ¢, die im Vektor q = (z,y, )" zusammengefafit sind. Zu Beginn des StoRes
(Index A) gelte ga = (0, R,0)” und g4 = (0, —v,,0)".

Die Massenmatrix M hingt von ¢ ab und lautet fiir die angegebene Stoffkonfigura-
tion

3.0 0
M=M|0 2 IR | (4.35)
0 IR IR

Mit der Jacobimatrix W kann die Massenwirkungsmatrix G' berechnet werden:

1/ 1 -1
, G=W'M'W= M( I ) (4.36)

0
W= 1
0 -1 3

1
0
R

Die Relativgeschwindigkeiten beim Stofbeginn lassen sich mit

ga=WT"g, = ( _(;JO > (4.37)

berechnen.
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Kompressionsphase: Am Ende der Kompressionsphase soll Haften herrschen.
Die dazu notwendigen Impulse A lassen sich mit

11
Ac = -G 'gy = U0M< 8 ) (4.38)

8
berechnen. Damit dieser Zustand erreichbar ist, muf§ ein Reibkoeffizient > 3/8 im
Kontakt herrschen, was auch gegeben sein soll. Die Relativgeschwindigkeit am Ende

der Kompressionsphase lautet dann go = (0,0)7.

Expansionsphase, tangentialplastisch: In diesem Fall gilt e = 0. Die Ge-
schwindigkeit grpo ergibt sich mit Gleichung (3.26) zu —11/8cyvp. Der tangentiale
Expansionsimpuls verschwindet und der Normalimpuls ergibt sich aus dem Poisson’-
schen Gesetz zu:

11
AE :SNMU0< 8 > (439)

Die daraus resultierende Relativgeschwindigkeit am Ende des Stofes

11
QE = GAE- = 6]\7'1}0( _SH > (440)
8
ist mit den Komplementarititsbedingungen kompatibel und damit korrekt. Die ge-
neralisierten Geschwindigkeiten am Ende des Stofses lauten dann

1
4

dr =M "W (Ac+ Ap)+Ga=vo| Hen (4.41)
_ 2+41len
8R

Expansionsphase, reiner Reibstof3: In diesem Fall gilt gemiff dem Poisson’-
schen Stofigesetz fiir den normalen tangentialen Expansionsimpuls Ayg = cAyc.
Der Tangentialimpuls ergibt sich aus der Forderung, dafs auch in der Expansions-
phase Haften herrschen soll. Der Expansionsimpuls lautet damit

11
Ap :SNM?JO( ﬁ >, (4.42)

8

wobei auch hier > 3/8 gelten mufs, was bereits in der Kompressionsphase Voraus-
setzung war. Fiir die Relativgeschwindigkeit am Stofende gilt:

1
gr = GAp = 5NU0< 0 > (4.43)
Die generalisierten Geschwindigkeiten am Ende des Stofses lauten dann
i(l + 6]\7)
q.E :M71W(A0+AE)+Q.A:'UU EN (444)
_ l+en

4R
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Vergleich: Bei diesem Beispiel zeigt sich tatsédchlich beim Vergleich der Endge-
schwindigkeiten gr ein Unterschied zwischen dem tangentialplastischen und dem
reinen Reibstol. Beim tangentialplastischen Stof herrscht am Stofende eine tan-
gentiale Relativgeschwindigkeit im Kontaktpunkt, was auch der Vorstellung eines
nachgiebigen aber dissipativen Elements entspricht. Beim reinen Reibstof herrscht
Haften und somit auch keine Relativgeschwindigkeit. Diese Unterschiede erscheinen
bei diesem idealisierten Beispiel grofer, als sie in Realitit ausgepréigt sind. Folgende
Bedingungen miissen moglichst gut erfiillt sein, um den Unterschied deutlich her-
vortreten zu lassen:

e Die Reibung mufs ausreichend grof sein. Die Differenz wird umso deutlicher,
je grofer der Tangentialimpuls werden kann.

e Die Exzentrizitit des Stoles mufl moglichst grofl sein. Bei einem zentralen Stofs
tritt dieser Unterschied iiberhaupt nicht auf.

e Die Differenz zwischen £y und er mufs grofl sein. Wird der Stoff sowohl in
Normal- als auch in Tangentialrichtung plastisch, verschwinden die Unterschie-
de beider Modelle.

Treten in einem System bei Stofen tangentialreversible Effekte auf, was bei den
Experimenten (dargestellt in Abschnitt 6.2.4) sogar bei Stahl-Stahl Kontakt der Fall
war, mufl immer die tangentialreversible Formulierung gew#hlt werden. Weiff man
nicht, ob solche Effekte auftreten, ist es zunéchst sinnvoller, die tangentialreversible
Formulierung zu verwenden und den tangentialen Stofkoeffizienten e = 0 zu setzen
und damit einen tangentialplastischen Stoff zu berechnen. Nur in Ausnahmefillen,
in denen die obengenannten Bedingungen in besonderen Kombinationen auftreten
(ob es derartige Materialpaarungen iiberhaupt gibt sei dahingestellt), sollte man mit
einem reinen Reibstofs rechnen.

4.4 Anmerkung zum Energieerhalt

In den Arbeiten [22| und [61] wird ein Beweis vorgestellt, in dem gezeigt wird, daf
ein Stof}, der nach den auch hier in dieser Arbeit vorgestellten Gesetzen ablauft,
immer dissipativ oder maximal konservativ ist. Dies ist eine unbedingte Vorausset-
zung fiir die Sinnhaftigkeit des StoRgesetzes. In [17] wird erstmals ein wesentlicher
Fehler im Beweis aufgedeckt. Hier soll an einem einfachen System gezeigt werden,
dafl der Fehler im Beweis nicht zwangsldaufig bedeutet, dafl ein Stof} tatsichlich mit
Energierhohung verbunden ist.

Als Beispielsystem werden zwei senkrecht {ibereinander stofsende Bille gewahlt, die
in [61] im Abschnitt 8.12, wenn auch nicht unter Energieaspekten, bereits diskutiert
werden. Das System hat zwei Freiheitsgrade q = (yi1,y2)7, die die vertikale Bewe-
gung der beiden Bélle mit der identischen Masse m beschreiben. Zwischen den zwei
Korpern sei die Stoffbindung 2, zwischen Masse 1 und Boden die Bindung 1 (siehe
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Ball 2
Bindung 2
Ball 1
y, b
Bindung 1

N

Bild 4.18: Normaler Mehrfachstofd von zwei Ballen

Bild 4.18). Massenmatrix M, Bindungsmatrix Wy und die projizierte Massenwir-
kungsmatrix G haben damit folgende Gestalt:

me(y ) (o Joemn(hy) e

Betrachtet wird nun der Fall, bei dem der obere Ball mit der Geschwindigkeit ¢, =
—vp auf den am Boden liegenden unteren auftrifft. Die kinetische Energie vor dem
StoR betriigt T4 = $muvg.

Die Kompressionsphase ist ohne Fallunterscheidungen zu berechnen. Es gilt:

QC:(8>; Acz(ggg) (4.46)

In der Expansionsphase sind in Abhéngigkeit von den Stofizahlen ; und &5 in den
beiden Kontakten drei Félle zu unterscheiden:

1. Fall e9 < g7 und 2¢9 > ¢1:
Beide Bille separieren voneinander und vom Boden
Expansionsimpuls:

Ap = mvo< °1 > (4.47)

€2

Relativgeschwindigkeiten nach dem Stofs (zugleich Bedingung fiir die Gren-
zen):

gr = Uo( 1o e ) (4.48)
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Generalisierte Geschwindigkeiten nach dem Stof:

. <€1+62>
dr = Vo
€9

Kinetische Energie nach dem Stofs:
2 (1 5 2
Tr = mu; 551 — €169 + &5

Die normierte Energiedifferenz

Ty —Tg
Ty

4 Sonderfille und Beispiele

(4.49)

(4.50)

=1 -2+ 25169 — 265 = (1 —£189) + (61 — £9) (285 — £1)(4.51)

kann nicht kleiner null werden, da der erste Klammerausdruck immer positiv
ist und beide Klammern des zweiten Summanden genau die Grenzbedingungen
darstellen und auch immer gréfer oder gleich null sind.

Expansionsimpuls:

AE = mU0< “2 >
€2

Relativgeschwindigkeiten nach dem Stof:

. ( 0 >
gr = Vo
€9

Generalisierte Geschwindigkeiten nach dem Stof:

. < 0 >
dr = Vo
€2

Kinetische Energie nach dem Stofs:

1
Ty = imvgsg

Die normierte Energiedifferenz

Ty—Tg
T e

ist offensichtlich immer grofer als null.

. Fall e5 > 1: Der untere Ball bleibt am Boden liegen

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)
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3. Fall 2e5 < £;: Beide Bélle heben gemeinsam ab:
Expansionsimpuls:

AE = %ml}()( 281 ) (457)

€1

Relativgeschwindigkeiten nach dem Stofs:

) 1 €
g = 5v0< 0 ) (4.58)

Generalisierte Geschwindigkeiten nach dem Stof:

dr = %v()( o ) (4.59)

€1

Kinetische Energie nach dem Stofs:

1
T = vageé (4.60)

Die normierte Energiedifferenz
== =1-=¢ (4.61)

ist auch hier offensichtlich immer gréfler als null.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dafl bei keiner denkbaren Stoflzahlkom-
bination eine Energieerh6hung erreicht wird. In Bild 4.19 ist die normierte Ener-
giedifferenz iiber ¢, und e, fiir alle moglichen Kombinationen der Stofkoeffizienten
aufgetragen.

Der ,kritische Punkt im oben angesprochenen Beweis ist die Matrix G — eGe, fiir
die gezeigt werden muf}, dafl sie positiv definit ist. Fiir das vorliegende Beispiel lautet
diese Matrix:

1 1—¢2 ge9—1
G-eGe=— o (4.62)
m\ €1g2 —1 2—2¢5

Die Hauptdiagonalelemente dieser Matrix sind immer positiv, die Determinante lau-
tet (1 — 2(e? +¢2) +£222 + £12) /m und kann zum Beispiel fiir ey = 1 und &, = 0
negativ werden. Damit ist die geforderte Figenschaft ,Matrix positiv definit“ nicht
mehr erfiillt. Die Determinante ist in Bild 4.20 iiber £; und e, aufgetragen und zeigt
in zwei Ecken ausgepréigte Bereiche mit negativen Werten.

Zusammenfassend 14t sich sagen: Ein Stof, fiir den der Dissipationsbeweis aufgrund
seiner Liicke nicht gilt, verletzt deshalb nicht zwangsldufig die Bedingung, dafl ein
Stofs dissipativ sein mufl. Zwischen dem Ende des Beweises und tatséchlicher Ener-
giezunahme gibt es offensichtlich noch einen Bereich, in dem sich Stéfe ereignen
konnen, die zwar dissipativ sind, dies mit dem Beweis allerdings nicht zu zeigen ist.
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Bild 4.19: Energiebilanz des Stofses. Aufgetragen ist das Verhalt-
nis der dissipierten Gesamtenergie iiber den Stofkoeffizienten £,
und &9

Bild 4.20: Determinante der Matrix G, aufgetragen iiber den
Stoflskoeffizienten £; und &9

4.5 Der Einfluf} grofier Krafte

In diesem Abschnitt soll ein Sonderfall vorgestellt werden, der eine Grenze des Im-
pulsstofigesetzes aufzeigt und unterstreicht, dafl bei der Auswahl des Stofsmodells die
in Kapitel 2 jeweils dargestellten Grenzen immer zu beachten sind. Konkret ist die
Bedingung 2 auf Seite 17 gemeint, die besagt, dafl die sonstigen Krifte im System
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gegeniiber den Stofkriften vernachléssighar sind.

Das Testbeispiel besteht aus zwei Massen, die sich auf einer horizontalen Unterlage
bewegen konnen (Bild 4.21). Die rechte Masse m bewege sich, wie es durch die
Rollen angedeutet ist, reibungsfrei und stofe mit vy gegen die linke Masse M die
mit dem Reibkoeffizienten p auf der Unterlage rutschen kann. Diese Masse werde
durch eine hinreichend grofle Kraft F' auf die Unterlage gedriickt. Im System sind
zwei einseitige Bindungen vorhanden: Die Bindung 1 sei der Stofkontakt zwischen
beiden Korpern und die Bindung 2 der Normalkontakt zwischen Masse M und der
Unterlage. Die Tangentialeffekte in Bindung 1 kdnnen vernachlissigt werden. Das
System hat drei Freiheitsgrade: die Verschiebungen der Massen auf der Unterlage x;
und x9, sowie das Abheben der Masse M (Koordinate y). Der dritte Freiheitsgrad
wird bendtigt, um die Kontaktnormalkraft in der Bindung 2 zur aktiven Kraft zu
machen.

F
Kontakt 1
M
" X, T y / < Xy m
& \ Kontakt 2\

Bild 4.21: Stoproblem mit grofsen nicht-Stoffkraften

4.5.1 Behandlung mit dem Impulsstofigesetz

Zunichst soll versucht werden, den Stoff mit Hilfe des Impulsstoigesetzes zu be-
schreiben. Dazu werden zunéchst die kinematischen Gréflen benotigt. Die Bindungs-
matrizen Wy, Wy und W lauten:

110 -1 1 0
W§:< ) wi=(010), Wi'=| 0 01| (463)
0 01
0 1 0
Mit M = diag(m, M, M) ergibt sich
Lid 0 4
G = 0 L o0 (4.64)
1 0 L
M M

Wendet man die Stofklassifikation aus Abschnitt 3.8 auf diese Matrix an, ist das
Stofproblem mehrfach, unabhéngig, mischgekoppelt und exzentrisch.
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Die Anfangsgeschwindigkeit sei g4 = (vp, 0,0)%, die Relativgeschwindigkeiten betra-
gen dann gy 4 = (—vg, 0)T und gy4 = 0. Die Impulsbilanz fiir die Kompressionsphase
lautet:

gnc, % + % 0 % Anc — o
gnce | = 0 i 0 Ancg |+ O (4.65)
gree = 0 & Arcya 0

Unter Beriicksichtigung der normalen und tangentialen Stoflgesetze ergibt sich fol-
gende Losung fiir die Relativgeschwindigkeiten und Kompressionsimpulse:

. m T

gc = (0707 M—f—mv()) y (466)
M T

Ae = (Mm+mv0,o,o> . (4.67)

Zu beachten ist hierbei, daf in der Bindung 2 kein Normalimpuls wirkt, und die
Reibung durch die Normalkraft F' somit ohne Einflufl ist. Der Bewegungszustand
am Ende der Kompressionsphase besteht darin, dafl die beiden Massen sich mit einer
gemeinsamen Geschwindigkeit im Kontakt bewegen.

Fiir die Expansionsphase gilt die gleiche Impulsgleichung wie fiir die Kompressions-
phase. Auch hier soll die Losung sofort angegeben werden:

. m T
dr — <6N,1U0, 0, (1 + 8]\771) M i mUo) y (468)
mM T
A = < e ,0,0) 4.69
E 6N,1M n mUO ( )
m —en1 M
. Vo
= 1 . 4.70
de ] ( +50N,1)m (4.70)

Das Ergebnis kann wie folgt interpretiert werden: Die beiden Korper bewegen sich
so voneinander weg, wie wenn ein zentraler Stofl ohne Reibung stattgefunden hétte.
Die Normalkraft F' taucht in keinem Term des Ergebnisses auf! Wenn diese Kraft
aber so grofs wire, dafl der Korper M infolge der Reibungskrifte auch wihrend des
Stofles nicht wegrutschen kann, wiirde ein vollig anderes Ergebnis entstehen.

Dieses Problem kann ohne eine Abschitzung der Kréfte, die im Stofkontakt auftre-
ten, nicht prézisiert werden. Dazu eignet sich zum Beispiel Gleichung (2.17). Dabei
sind drei Falle denkbar:

1. Ist die maximale Kontaktkraft deutlich gréfer, als die maximal mogliche Reib-
kraft pF, 1auft der Stof zunéchst wie durch das Impulsstofigesetz beschrieben
ab und die Geschwindigkeit x5 verschwindet bei der weiteren Systemberech-
nung infolge der grofen Reibkraft. Der stoffende Korper bewegt sich so, wie
oben berechnet.
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2. Ist die maximal auftretende Stofkraft geringer als die Haftkraft des gestoflenen
Korpers, bleibt dieser liegen und der Stofd lduft ab, wie wenn der stofsende
Korper gegen die starre Umgebung stoffen wiirde.

3. Die Stofkraft ist ungefihr so grofl wie die Reibkraft, kommt es zu mehreren
Haft-Gleit-Ubergéngen.

Dieser unter Umstidnden eklatante Unterschied soll mit folgendem Parametersatz
verdeutlicht werden: Beide Korper sollen die Masse m haben und fiir die Stoflzahl
gelte ey = 1. Bei der Berechnung mit dem Impulsstofmodell gilt, dal unmittelbar
nach dem Stofl der stofende Ko&rper ruht und sich der gestofene mit vy, bewegt.
Infolge der Reibung kommt er nach einem Weg x = muv3/2uF ebenfalls zur Ruhe.
Die kinetische Energie ist vollstindig dissipiert. Makroskopisch betrachtet ist ein
Vorgang abgelaufen, der einem plastischen Stoff sehr dhnlich ist.

Reicht die Haftkraft dazu aus, den gestoflenen Korper am Losrutschen wihrend des
Stofses zu hindern, lauft der Stofl ab, wie wenn der stoffende Korper mit einer iner-
tialen Wand kollidieren wiirde. Er wird sich nach dem Stof mit der Geschwindigkeit
—vp wieder wegbewegen. Es findet ein komplett elastischer Stofs statt.

Da die Kontaktkraft wihrend des Stofses zwischen null und der Maximalkraft va-
riiert, wird die Haftkraft moglicherweise nur wihrend Teilphasen des Stofles aus-
reichen um Losrutschen zu verhindern. Dadurch wird es zu einer Mischform der
beiden oben beschriebenen Extreme kommen, die durch Haft-Gleit-Uberginge ge-
kennzeichnet ist. Derartige Vorginge konnen mit dem hybriden Stofmodell erfafit
werden.

4.5.2 Behandlung mit dem hybriden Stofigesetz

Es wird das im vorigen Abschnitt vorgestellte System mit dem in Abschnitt 2.6
vorgestellten hybriden Stofmodell behandelt. Dabei soll die prinzipielle Eignung
dieses Verfahrens dargestellt werden, ohne auf eine spezielle Losung einzugehen. Das
System ist in Bild 4.22 dargestellt. An den Kontakten ist jeweils eine Zusatzmasse m,
angebracht, die auf einer Seite mit je einer normal und tangential wirkenden Feder
mit einem Korper verbunden ist und an ihrer anderen Seite einen Reibkontakt mit
dem anderen Korper beziehungsweise der Umgebung hat. Beide Korper sollen die
Masse m haben.

Das System hat zunéchst die gleichen Freiheitsgrade und Anfangsbedingungen, wie
in Abschnitt 4.5.1: ¢ = (21, 22,9)7, ga = (0,0,0)” und ga = (v, 0,0)”. Beide Bin-
dungen haben eine Normal- und eine Tangentialkomponente. Die Bindungsmatrizen
lauten:

(4.71)

29
Il
7N
o
—
O =
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7N
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o O O
_ o O =
O = = O
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Bild 4.22: Stofiproblem, behandelt mit dem Hybridmodell

Die Massenmatrix ist mE. Damit lassen sich die Massenwirkungsmatrix G' und der
Relativbewegungszustand g zu Stofbeginn angeben:

-1
G=—

m

2
1 0
0 (4.72)

O = = O
O = = O

0 oo
0 ) ga = 0
-1 1 0

Geméfs Gleichung (2.26) wird der Vektor der dufleren Kréfte zum Zeitpunkt des
StoReintritts benétigt, der hg = (0,0, —F)” lautet. Der Vektor

Y = (gn1, N2, 971, 912, TN1, TNo, Tt Tr2) (4.73)

ist der Zustandsvektor der hybriden Bewegungsgleichung, der die Relativverschie-
bungen in den Kontakten und die Bewegungen der Zusatzmassen enthilt. Bei die-
sem Beispiel mag es seltsam erscheinen ein System mit drei Freiheitsgraden fiir die
Stofberechnung auf acht Freiheitsgrade zu erweitern. Das ist aber nur in diesem
Spezialfall so: Hatte das System beliebig viele Freiheitsgrade aber nur zwei Stofskon-
takte wie in Bild 4.22, wire die Stofsmodellierung immer noch genau die gleiche und
es ergiben sich sogar deutlich weniger Freiheitsgrade als es das Gesamtsystem hat.

Mit den Bewegungsgleichungen der Zusatzmassen (2.22) und (2.23) kann man die
Gesamtbewegungsgleichung des Hybridmodells gemaf Gleichung (2.28) anschreiben:

F ;
. G Fio F F Ayt Av2 Am1 A
_ 0 _Z g 4.74
y ( _mLZE ) FTI + ) ma ma ) mza mza mza m, ( )
FT2

Die Kraftgesetze sollen in diesem Fall rein linear-elastisch sein. Die Hinzunahme
von nichtlinearen Anteilen oder Dampfungstermen it die folgenden Gleichungen
komplizierter werden, ohne an der prinzipiellen Aussage etwas zu dndern:

Fyi = ceni(ent — gn1) + Fyo (4.75)
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Fny = cno(wn2 — gn2) + Froo (4.76)
Fri = cpi(zr — 911) (4.77)
Fro = cra(zre — gr2) (4.78)

Man kann die Kraftgesetze in die Gleichung (4.74) einsetzen und erhilt eine Glei-
chung vom Typ §y = Ay + b, wobei A eine 8 x 8-Matrix ist. Auf die Darstellung
wird hier aus Platzgriinden verzichtet.

Nun miissen die Anfangsbedingungen geméfs Tabelle 2.2 gefunden werden. Die Bin-
dung 1 zwischen den Korpern ist vom Typ ,neue Bindung®, somit gilt: xx19 = 0,
TN10 = —Vo, Tr10 = 0, Tn10 = 0 und Flvyp = 0. Die Bindung 2 zwischen dem Korper
und der Unterlage ist eine ,alte Bindung“, die zuvor haftete. Da die Bindung vor
Stobeginn auch in Normalrichtung geschlossen war, gilt Ay = F. Die Anfangsbe-
dingungen lauten: IN20 — 0, j/‘NQO = 0, T120 — 0, j/‘TQO = (0 und FN20 = F'. Unter
Beriicksichtigung dieser Anfangsbedingungen stellt man fest, dafl die Komponenten
gn2, 911, Tne und gr; von y wihrend des gesamten Stofses gleich null sind und die
anderen Grofen nicht beeinflussen. Sie konnen folglich aus dem Gleichungssystem
(4.74) gestrichen werden. Es verbleibt ein System mit vier Gleichungen:

p _9CtN1  __fT2 CN1  __CT2

gn1 2 m m 2 m m gn1 0

a _tyv1  _9fr2  __CN1 cr2

gr2 _ m 2 m m m g2 + 0 (4 79)
.. — CN1 0 __CN1 0 AN1 .
TN1 ms ™, IN1 ms

Tro 0 P — 12 T /7\77;2

Dieses System kann nun analytisch geldst oder integriert werden, wobei die Haft-
Gleit-Ubergiéinge an der Bindung der Zusatzmasse 2 zum Untergrund mittels eines
Standardalgorithmus fiir Systeme mit einseitigen Bindungen gelost werden kénnen.
Die Grofe Arg ist dann, je nach Bindungszustand, entweder Zwangskraft oder aktive
Reibkraft. Die Normalkraft betrégt konstant Ay = F'. Der Stofs endet nach der Zeit
T, wenn A\y; = 0 gilt.

Wiéhrend der Simulation oder bei der analytischen Berechnung miissen die Kréfte
in den Kraftelementen zwischen den Korpern und den Zusatzmassen aufsummiert
werden und es miissen daraus die Stofimpulse gewonnen werden:

T T

ANl :/FNI dt, ANQZ/FNth:F'T (480)
0 0
T T

ATI == /FTI dt = 0, AT2 == /FT2 dt (481)
0 0

Will man nun Gleichung (2.29) auswerten, bendtigt man noch das Integral iiber hy,
das sich, da hy wahrend des Stofses konstant sein soll, mit 7" - hy angeben lifst. Setzt
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man nun alle Gréfen in die Gleichung (2.29) ein, erhélt man

A
Vo + —7];;1

qp = | —haitire (4.82)

m

0

Diese Losung enthélt nun alle Teillosungen, die am Ende von Abschnitt 4.5.1 disku-
tiert wurden und kann beliebige Haft-Gleit-Uberginge withrend des StoRes abbilden.
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Kapitel 5

Konstruktion der Wurfmaschine

Dieses Kapitel befafit sich mit der Beschreibung des Versuchsgerétes, mit dem die
StoRexperimente durchgefithrt wurden. Zunéchst wird die Art der durchzufiihrenden
Versuche definiert und ein Maschinenkonzept entwickelt, das in der Lage ist, diese
auszufithren. Im zweiten Abschnitt wird auf die technische Realisierung der Maschine
eingegangen. Eine grofse Bedeutung fiir die Durchfithrung hat die Steuerung und
Regelung der Maschine, die genauso wie die Mefl- und Auswertetechnik in jeweils
eigenen Abschnitten beschrieben wird.

5.1 Anforderungsprofil

Ziel ist es, das theoretisch entwickelte Stolgesetz anhand von Versuchen zu verifizie-
ren. Dazu soll ein Stofl durchgefiihrt werden und mittels geeigneter Meftechnik der
Bewegungszustand der Stopartner unmittelbar vor und nach dem Stoff bestimmt
werden.

5.1.1 Grundsitzliche Voriiberlegungen

Wie im Kapitel 3 dargestellt, bestimmen sich die im StofSkontakt wihrend des Stofies
wirkenden Impulse letztlich aus den Relativgeschwindigkeiten der beteiligten Korper
vor dem Stof. Fiir eine aussagekriftige Messung sind deshalb folgende Grofen zu
ermitteln:

e die Relativgeschwindigkeiten der beteiligten Korper vor dem Stof
e die Relativgeschwindigkeiten der beteiligten Kérper nach dem Stofs

e die wihrend des Stofles wirkenden Impulse

Die Impulse sind physikalische Grofen, die nur indirekt gewonnen werden konnen,
insbesondere da sie nur die Idealisierung eines wahrend einer endlichen Zeit wir-
kenden Kraftverlaufes darstellen. Sind die Tragheitseigenschaften der Stofpartner
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bekannt, konnen die Impulse aus der absoluten Bewegungsinderung der Korper
wihrend des Stofles rekonstruiert werden.

Aus diesen Griinden erscheint es sinnvoll, als einen der beiden Korper die inertialfeste
Umgebung zu verwenden. Unter dieser Bedingung kann man die Messungen von
Relativ- und Absolutbewegungen beider Korper auf die Absolutbewegungsmessung
des bewegten Korpers reduzieren.

Somit lassen sich die wesentlichen Anforderungen an das Versuchsgerit wie folgt
formulieren:

1. Das Gerdt mufl in der Lage sein, einen Versuchskorper in einen geeigneten
Bewegungszustand zu versetzen, der zu einem kontrollierten Stoff mit der Um-
gebung fiihrt.

2. Der Bewegungszustand dieses Kérpers unmittelbar vor und nach dem Stofs soll
mefbar sein.

Die konstruktive Losung ist eine ,Wurfmaschine®, die einen Probekdrper mit defi-
nierten Anfangsbedingungen auf eine definierte Stelle der Umgebung wirft. Der dort
stattfindende Stofs wird mit geeigneter Meftechnik, die im Abschnitt 5.4 beschrieben
ist, ausgewertet.

5.1.2 Wurfkorper

Ein besonderes Augenmerk dieser Arbeit liegt auf tangentialreversiblen Reibsto-
Ren. Diese sollen auch experimentell nachvollzogen werden kénnen. Besonders deut-
lich treten derartige Stofe auf, wenn einer der Stofpartner aus einem gummiartig-
elastischen Material besteht, in dem auch ein erhebliches Mafl an Energie in der
durch die Kontaktreibung induzierten Schubverformung gespeichert werden kann.
Da Gummibille einen typischen Korper dieser Art darstellen, wurde die gesamte
Wurfmaschine so konzipiert, dafs sie Korper von einem Durchmesser von ca. 5 cm
werfen kann.

Grundsitzlich sind alle in dieser Arbeit behandelten Stofsvorginge eben. Aus diesem
Grund ist es zweckméifig, einen scheibenférmigen Wurfkérper zu verwenden. Dies
bietet folgende Vorteile:

e Ein ebener Korper mit zwei parallelen Flichen ist in der Wurfmaschine leicht
und definiert aufzunehmen.

e Auf einer ebenen, zur Wurfebene parallelen Fliche lassen sich gut geeignete
Markierungen anbringen, um den Bewegungszustand des Korpers zu detektie-
ren.

e Ein scheibenformiger Wurfkorper 14t eine Taumel- oder Kippbewegung, was
immer zu einem Fehlversuch fiihrt, wesentlich leichter erkennen als eine Kugel.
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Bild 5.1: Der rotationssysmmetrische Wurfkorper

Aufgrund dieser Uberlegungen wurde die Geometrie des Wurfkorpers wie auf Bild
5.1 dargestellt, festgelegt.

Es handelt sich um einen scheibenférmigen Korper, der zwei planparallele Seiten-
flichen besitzt. Diese Flichen haben jeweils einen Absatz, von denen einer in der
Wurfmaschine formschliissig gefiihrt wird. Der Absatz auf der anderen Seite ist nur
aus Symmetriegriinden gefertigt. Zwischen diesen Seitenflichen kann der Wurfkorper
eine weitgehend frei wihlbare Form haben, sofern ein von der Maschine vorgegebe-
ner Maximaldurchmesser nicht iiberschritten wird. Bei ,harten Materialien (PVC,
Teflon) kann der gesamte Korper einschlieflich der Fiihrungsflichen aus einem Stiick
gefertigt werden. Bei weichen Materialien ist es erforderlich, einen spulentrigerfor-
migen Grundkorper zu fertigen, auf dem dann der Probekdrper aufgeklebt wird.
Allen Bauformen ist gemeinsam, dafl die stoffende Auflenfliche ballig ausgefiihrt ist,
um ein Verkanten beim Stofs zu verhindern.

Bild 5.2: Aussehen des Wurfkorpers fiir exzentrische Stofsversu-
che

Fiir die Stofversuche, bei denen ein exzentrischer Stoff durchgefiihrt werden soll,
wurde ein Wurfkorper mit Dreiecksform entworfen (siehe Bild 5.2). Er besteht eben-
falls aus zwei planparallelen Scheiben und einem dazwischen angebrachten Stofskor-
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per. Die Scheiben sind so ausgefiihrt, daff sie an 3 um jeweils 120° versetzten Punkten
Formschluf in der Haltevorrichtung der Wurfmaschine erreichen. Dieser Wurfkorper
ist ohne Anderungen an der Wurfmaschine vornehmen zu miissen, einsetzbar.

Insgesamt wurden fiinf verschiedene Wurfkérper verwendet. In Bild 5.3 sind in der
oberen Reihe von links nach rechts die Korper aus Teflon und PVC zu sehen, die aus
einem Stiick gefertigt sind. Rechts liegt der rotationssymmetrische Gummiwurfkor-
per, bei dem ein Gummiring auf einem Spulenférmigen Aluminiumtriager aufgeklebt
ist. Dieser Korper entspricht in seiner Bauform exakt Bild 5.1. In der zweiten Reihe
ist links der Stahlwurfkorper zu sehen, der aus einem Stahlring besteht, der auf einen
PVC-Kern aufgeklebt ist. Rechts unten ist der exzentrische Gummiwurfkérper zu
sehen, der aus einem Gummiteil und einem Aluminiumtriger besteht und in seinem
Aufbau genau Bild 5.2 entspricht.

Bild 5.3: Foto aller verwendeten Wurfkorper

5.1.3 Wirkprinzip, Grofle und Leistung der Maschine

In diesem Abschnitt soll mit Hilfe der bisher beschriebenen Uberlegungen das Anfor-
derungsprofil fiir die Wurfmaschine zusammengestellt und das Wirkprinzip erlautert
werden.

Die Flugbahn des Wurfkorpers soll durch Fotografieren ausgewertet werden. Pro
Flugbahnabschnitt sollen mehrere Aufnahmen gemacht werden konnen. Um dabei
die einzelnen Phasen der Bewegung eindeutig trennen zu kénnen, ist bei einem Wurf-
korper mit ca. 5 cm Durchmesser eine Flugbahnlénge von ca. 50 cm notwendig. Auf
einer Strecke dieser Linge erreicht ein frei fallender Kérper aufgrund der Schwerkraft
eine Geschwindigkeit von mehr als 3 m/s. Dies ist somit die Mindestgeschwindigkeit
fiir die Stofsversuche und gibt zugleich auch einen guten Anhaltswert fiir den Ge-
schwindigkeitsbereich, in dem Versuche {iberhaupt durchgefiihrt werden kénnen. Um
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eine grofle Variationsbreite fiir die Experimente zu haben, wurde deshalb der Bereich
von 3 m/s — 10 m/s als Auftreffgeschwindigkeit mit beliebiger Richtung festgelegt.

Da insbesondere Reibstofle untersucht werden sollen, ist die tangentiale Relativge-
schwindigkeit im Moment des Stofses von entscheidender Bedeutung und soll beliebig
eingestellt werden konnen. Dies 148t sich durch einen definierten Drall, den der Wurf-
korper vor dem Stofl erhilt, erreichen. Um zu gewihrleisten, dafl im Stofmoment
sogar eine der Flugrichtung entgegengesetzte Relativgeschwindigkeit im Stofort er-
reicht werden kann, ist es erforderlich, den Wurfkorper auf eine moglichst grofse Um-
fangsgeschwindigkeit beschleunigen zu konnen. Bei einem Wurfkérperdurchmesser
von ca. 5 cm wird eine Umfangsgeschwindigkeit von 5 m/s bei ca. 30 U/s erreicht.
Dies entspricht zwar nicht der Forderung, die maximale Fluggeschwindigkeit aus-
gleichen zu konnen, eine Geschwindigkeit von mehr als ca. 40 U/s erwies sich jedoch
als technisch nicht realisierbar. In der Tabelle 5.1 sind die wichtigen Anforderungen
an die Wurfmaschine zusammengefaft.

Tabelle 5.1: Anforderungen an die Wurfmaschine
Anforderung Zahlenwert

Beschleunigen eines rotationssysmmetrischen Korpers
Translationsgeschwindigkeit max. 10 m/s
Rotationsgeschwindigkeit max. 40 U/s
Wurfgeschwindigkeit stufenlos einstellbar

Wurfrichtung beliebig einstellbar 0° —90°
Translations- und Rotationsgeschwindigkeit entkoppelbar

Abmessungen des Wurfkorpers ()50 x 20 mm
Gewicht des Wurfkdrpers max. 300 g
Storungsfreies Halten und Loslassen des Wurfkorpers

Statischer und dynamischer Massenausgleich

Elektrischer Antrieb

Bedienung ohne Werkzeug

Versuchsablauf fernsteuerbar

Mit diesen Anforderungen wurde in [25] eine Konzeptstudie durchgefithrt und die
Maschine entworfen. Grundsétzliches arbeitet die Maschine mit dem Wirkprinzip
einer Schleuder, wie es in Bild 5.4 dargestellt ist: Ein Arm hélt an einem Ende
in einer geeigneten Haltevorrichtung den Wurfkorper fest. Dieser Arm wird durch
einen Motor auf eine Drehzahl beschleunigt, bei der die Umfangsgeschwindigkeit der
gewiinschten Abfluggeschwindigkeit entspricht. Bei einem geeigneten Abwurfwinkel
wird der Wurfkdrper ausgeklinkt und fliegt tangential weiter. Die Haltevorrichtung
muf zugleich so beschaffen sein, daff der Wurfkorper mit Hilfe eines zweiten unab-
hingigen Antriebs auf die gewiinschte Drallgeschwindigkeit gebracht werden kann.
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Bild 5.4: Funktionsprinzip der Wurfmaschine
Dieses Prinzip hat zahlreiche Vorteile:

e Es werden nur rotatorische Bewegungen benotigt.

e Die Beschleunigung des Korpers kann wihrend einer ldngeren Phase erfolgen,
die Folge ist ein geringerer Leistungsbedarf.

e Ein Massenausgleich ist moglich.

e Die gewiinschte Auftreffgeschwindigkeit kann ohne Verstellung mechanischer
Elemente rein durch die Steuerung erreicht werden.

e Es sind mit geringem Aufwand hohe Geschwindigkeiten erreichbar.

Ein wesentlicher Nachteil ist die Tatsache, dafs die Sensorik und Aktorik des An-
triebs fiir die Drallbewegung des Wurfkorpers und des Auslosemechanismus sich auf
einem frei drehbaren Teil befinden und eine Signal- und Energieiibertragung mittels
eines Schleifringes erfolgen mufl. Diese mitgefiihrte Systemeinheit hat dariiberhin-
aus den Nachteil eines hohen Gewichtes, das zusammen mit dem entsprechenden
Gegengewicht zu einem erheblichen Tragheitsmoment des Wurfarmes fiihrt. Dies
verursacht erhebliche Energiestréme beim Beschleunigen und Bremsen, da im Inter-
esse der Betriebssicherheit und einer raschen Versuchsausfithrung der Wurfarm nach
dem Abwurf aktiv gebremst werden mufs.

5.1.4 Drallantrieb und Ausklinkmechanismus

Die Beschleunigung des Wurfkérperschwerpunktes auf die gewiinschte Geschwindig-
keit ist durch den drehenden Hebelarm gewéahrleistet. Die Haltevorrichtung hat zwei
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wesentliche Aufgaben zu erfiillen: Erstens mufs der Wurfkorper sicher festgehalten
und im exakt richtigen Moment freigegeben werden, und zweitens mufl er im Aus-
losemoment die gewiinschte Winkelgeschwindigkeit und -lage haben.

Eine grundsitzliche Anforderung an den Auslosemechanismus besteht darin, daf
der Wurfkérper quasi schlagartig ohne weitere Krafteinwirkung losgelassen werden
kann. Jede Kraft kann dazu fithren, daff die Flugbahn von der gewiinschten abweicht
oder eine Taumelbewegung entsteht, die den Stoff und damit den gesamten Versuch
bis zur Unbrauchbarkeit verfilscht.

)

LX—
\

festgehalten \@ @

Wurfarm
Wurfkorper k
Antriebswelle

Welle

Druckplatte

=

ausgelost

v

VEO®EOO

Gegenplatte
Spule

Bild 5.5: Schnitt durch die Drall- und Ausloseeinheit

Durch das rotatorische Bewegungsprinzip wirken auf den Wurfkérper erhebliche
Fliehkréfte wihrend der Beschleunigung ein. Aus diesem Grund ist ein kraftschliis-
siges Festhalten ausgeschlossen. Es mufS ein Formschlufl herrschen, der im Moment
des Auslosens sehr schnell aufgehoben werden kann. Die konstruktive Losung ist in
Bild 5.5 dargestellt. Der Korper wird zwischen zwei drehbaren Platten (Ziffern 3
und 4 in Bild 5.5) festgehalten, von denen die eine (Ziffer 4) eine kreisscheibenfor-
mige Aussparung hat, in die eine der im Abschnitt 5.1.2 beschriebenen Seitenfléchen
formschliissig hineinpafst. Im Moment des Auslosens wird diese Platte schnell zuriick-
gezogen. Um das Ausschieben des Wurfkorpers aus der Vertiefung zu verbessern und
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ein Kippen infolge von Reibung an der Kante zu vermeiden, ist in der Vertiefung
noch eine Druckplatte (Ziffer 5) angebracht, die den Wurfkorper mit Federkraft aus
der Vertiefung herausschiebt.

Fiir das Zuriickziehen der Platte stehen mehrere Wirkprinzipien zur Verfiigung. Hy-
draulisch und pneumatisch sollen — auch angesichts der Tatsache, dafl diese Ener-
gieformen auf ein drehendes System iibertragen werden miifften — von vornherein
ausgeschlossen werden. Ein rein mechanisches Auslosen ist ebenfalls nicht moglich,
da es die Forderung eines frei fernsteuerbaren Versuchsablaufs nicht erfiillt. Insofern
verbleibt nur ein elektrisches Auslésen. Hierbei ist sicherlich eine direkte magnetische
Einwirkung den indirekten Verfahren wie zum Beispiel dem Auslésen durch Motoren
vorzuziehen. Bei den magnetischen Methoden stehen prinzipiell zwei Verfahren zur
Auswahl:

e Der Wurfkorper wird durch Magnetkraft festgehalten und durch Abschalten
des Stromes und Zuriickziehen durch vorgespannte Federn ausgelost.

e Der Wurfkérper wird durch Federkraft festgehalten und durch Magnetkraft
ausgelost

Beide Konzepte haben ihre spezifischen Vor- und Nachteile. Der wesentliche Vorteil
der erstgenannten Methode besteht darin, dafl die zur Durchfiihrung der Auslose-
bewegung benétigte Energie bereits im System in Form von vorgespannten Federn
vorhanden ist und nicht erst durch Aufbau eines Magnetfeldes eingebracht werden
mufs. Dem steht der Nachteil mangelnder Sicherheit gegeniiber: fillt der Magnet-
strom wihrend der Beschleunigungsphase aus, 16st auch der Haltemechanismus aus,
und der Wurfkorper verlédfit die Wurfmaschine mit unkontrollierbarer Flugrichtung.

Das wesentliches Entscheidungskriterium ergibt sich aus der Art der Aufbringung
der bendtigten Magnetkraft: Die Kraft einer Spule auf eine Gegenplatte nimmt bei
zunehmender Luftspaltgrofie stark ab. Das bedeutet, dafs ein Auslosesystem, bei dem
zum Auslosen die Magnetkraft aufgebaut werden mufs, ein so starkes Magnetfeld be-
notigt, dafs es iiber den gesamten Luftspalt hinweg wirkt. Im anderen Fall geniigt es,
die Gegenplatte mit dem wesentlich geringeren Magnetfeld bei einem Luftspalt mit
nahezu vernachlassigbarer Breite festzuhalten, und dieses Feld einfach abzuschalten.
Insofern wurde — trotz der angedeuteten Sicherheitsprobleme — die Variante ,Fest-
halten mit Magnet- und Auslésen mit Federkraft gewihlt. Dazu ist in den Wurfarm
(Ziffer 1 in Bild 5.5) eine Ringspule (Ziffer 7) eingebaut, die die Gegenplatte (Ziffer
6) gegen die Kraft der eingezeichneten Federn festhalten kann.

Der gewiinschte Drall wird dadurch erzeugt, dafl sowohl die oben beschriebene Hal-
tescheibe als auch die gegeniiberliegende Scheibe drehbar gelagert sind und letztere
dariiberhinaus durch einen Elektromotor angetrieben wird. Der Motor ist in Bild 5.5
nicht eingezeichnet, er treibt die Welle (Ziffer 3) an. Die Drehbewegung wird reib-
schliissig auf den Wurfkorper iibertragen, da ein Formschluff an dieser Stelle beim
Auslésen zum Verhaken fiithren wiirde.

Die Funktion des Drall- und Auswurfmechanismus léfst sich wie folgt zusammenfas-
sen: Der Wurfkorper wird wiahrend der Beschleunigungsphase in radialer Richtung



5.2 Realisation 93

formschliissig festgehalten, um ein Wegfliegen infolge der hohen Fliehkrifte zu ver-
hindern. Das Halten geschieht magnetisch. Gleichzeitig wird er durch den drehbar
ausgefiihrten Haltemechanismus mit Hilfe eines Motors auf die gewiinschte Drallge-
schwindigkeit beschleunigt. Die Momenteniibertragung auf den Wurfkérper erfolgt
hierbei reibschliissig. Im Moment des Auslésens wird der Magnet ausgeschaltet und
eine Halteplatte durch vorgespannte Federn zuriickgezogen. Der Wurfkérper kann
ungehindert zwischen zwei parallelen Platten tangential wegfliegen.

5.2 Realisation

Dieser Abschnitt beinhaltet in knapper Form die Konstruktion der Wurfmaschine
sowie die Beschreibung der Sensoren und Aktoren, die Erlauterung der verwendeten
Elektronik-Hardware und die Steuerungsprogrammierung.

5.2.1 Gestell und Wurfarm

Der Radius von Wurfarmdrehachse zu Wurfkérpermittelpunkt wurde zu 200 mm ge-
wahlt. Damit sind die generellen Abmessungen der Maschine festgelegt. Der gesamte
Wurfarm hat eine Lénge von ca. 600 mm, trigt am einen Ende die Abwurfeinheit
und am anderen Ende ein Gegengewicht. Die Abwurfeinheit muff aufgrund des ma-
gnetischen Ausloseprinzips zumindest teilweise aus Stahl ausgefiihrt sein. Dies ver-
ursacht eine grofie exzentrische Masse, die durch ein entsprechendes Gegengewicht
ausgeglichen werden mufs, um einen ruhigen und gleichméfigen Lauf der Maschine
zu gewahrleisten.

Das Gegengewicht besteht aus zwei Teilgewichten, die in zueinander senkrechten
Achsen unabhéingig voneinander verstellbar sind. Beide Teile konnen zusammen in
radialer Richtung verschoben werden, um den Wurfarm statisch auszuwuchten. Die
zweite Teilmasse kann relativ dazu in axialer Richtung verstellt werden, um einen
dynamischen Massenausgleich herzustellen.

Der Arm kann nur fiir den Betriebszustand vor oder nach dem Abwurf ausgewuchtet
werden. Die zuséitzliche Masse des Wurfkorpers, die beim Abwurf verloren geht, kann
nicht kompensiert werden. Da der Hochlauf der Maschine bis zum Abwurf der Teil
des Bewegungsablaufs ist, bei dem es auf héhere Prizision und Ruhe ankommt, wird
die Maschine immer fiir den Zustand mit eingelegtem Wurfkorper ausgewuchtet. Das
Bremsen nach dem Abwurf erfolgt notgedrungen etwas unwuchtig.

Um unkontrollierte Bewegungen infolge der Unwucht der Wurfmaschine zu verhin-
dern, steht die Maschine auf einer schweren Grundplatte. Auf dieser Platte sind
zwei seitliche Stiitzwinde befestigt, die die Lager fiir die Hauptachse des Wurfarmes
tragen. Der Antrieb erfolgt mittels eines Gleichstrommotors mit einer Nennleistung
von 90 W. Um den gewiinschten Drehzahlbereich zu erreichen, ist der Motor mit ei-
nem fest angeflanschten Planetengetriebe mit der Untersetzung i—4.3 versehen. Die
Getriebewelle treibt direkt die Hauptachse an. Um die Drehgeschwindigkeit- und
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Bild 5.6: Ubersichtszeichnung der gesamten Wurfmaschine
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Lage des Hauptantriebs messen zu konnen, ist am Ende der Welle ein inkrementaler
Drehgeber angebracht. In Bild 5.6 ist die Gesamtmaschine dargestellt.

5.2.2 Drallantrieb

Die Funktionsweise des Drallantriebs ist in Abschnitt 5.1.4 bereits erlautert worden.
Die konstruktive Umsetzung wird durch einige Randbedingungen beeinflufst und
eingeschrankt:

e Das Gewicht der Drall/Ausloseeinheit soll beschrinkt bleiben, um die Anfor-
derungen an den Hauptantrieb begrenzen zu konnen.

e Der Bauraum soll méglichst klein sein, um den Wurfarm kurz und den Abstand
der Stiitzen der Wurfarmachse gering halten zu konnen.

e Die elektrische Leistung mufl mit einem Schleifring auf den Wurfarm iibertra-
gen werden. Dieser begrenzt den maximal zur Verfiigung stehenden Strom und
kann die Signalqualitdt von Sensorsignalen negativ beeinflussen.
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Die Auswahl des Motors fiir den Drallantrieb ist fiir die gesamte Gestaltung der
Abwurfeinheit von wesentlicher Bedeutung. Er mufl die Anforderungen hoher Lei-
stung, geringen Gewichtes und geringen Bauraums in sich vereinigen. In Anbetracht
dieser Wiinsche wurde einen Gleichstrommotor ohne Getriebe zum direkten Antrieb
des Wurfkorpers gewihlt. Diese Mafnahme ermoglicht, den fiir ein Getriebe nicht
mehr notwendigen Bauraum dem Motor zuzuschlagen und einen etwas groferen,
leistungsstiarkeren und in seinem Drehzahlbereich der Aufgabe besser angepafiten
Motor zu verwenden. Um Bauraum zu sparen, ist die Antriebsplatte, die am Wurf-
korper anliegt, dem Motor ,jiibergestiilpt”. Die Bauldnge der Antriebsseite entspricht
somit genau der Linge des Antriebsmotors.

Der Auslosemechanismus mufl unter den genannten Randbedingungen moglichst
schnell auslosen kénnen. Diesem Ziel mufl man sich mit zwei, sich einander zum Teil
widersprechenden Mafnahmen annidhern: Einerseits mufl die Vorspannung der Fe-
dern moglichst hoch und andererseits das Magnetfeld in der Spule moglichst schnell
abbaubar sein. In der Spule, die eine erhebliche Induktivitit darstellt, wird wéah-
rend der Haltephase magnetische Feldenergie gespeichert. Diese mufl schnellstmog-
lich abgefiihrt werden, um ein langes ,,Nachhalten“ der Magnetspule zu verhindern.
Ein einfaches Offnen des Stromkreises mit sofortiger Unterbrechung des Stromflus-
ses kommt nicht in Frage, da an den offenen Enden aufgrund der Selbstinduktion
der Spule Spannungen entstehen wiirden, die die Zerstérung der Halbleiterschaltele-
mente zur Folge hitten. Daraus ergibt sich, dafl eine gewisse Mindestnachhaltezeit
unvermeidlich ist, die in jedem Fall mit der Gréfe der Spuleninduktivitit ansteigt.

Andererseits hat eine Spule, die eine starke Haltekraft zwecks hoher Vorspannung
der Federn haben soll, immer auch eine gréfere Induktivitit. Weitere Grenzen dieser
Auslegung sind der Bauraum fiir die Spule, die Versorgungsspannung, der iiber den
Schleifring {ibertragbare Strom und die zuléssige Stromdichte im Spulendraht.

Der magnetische Kreis der Spule mufs mit ferromagnetischen Stahlteilen geschlossen
werden. Diese miissen einen Mindestquerschnitt haben, um den magnetischen Fluf$
der Spule in entsprechende Haltekraft umsetzen zu konnen, was jedoch das Gewicht
der Abwurfeinheit erhoht und den Spulenbauraum verringert.

Nachdem mittels einer Abschétzung die groben Baumafle der Magneteinheit festge-
legt wurden, wurde eine zweistufige Optimierung durchgefiihrt:

1. Unter der Randbedingung eines vorgegebenen Bauraumes wurde das Verhilt-
nis von Spulenquerschnittsfliche zu durchflutetem Stahl mit dem Giitefunk-
tional der maximalen Haltekraft optimiert.

2. Drahtstirke, Windungszahl und verwendeter Vorwiderstand wurden mit dem
Ziel des schnellstmoglichen Auslosens optimiert.

Die Einfiihrung eines kleinen Luftspaltes im geschlossenen Zustand konnte ebenfalls
dazu beitragen, die Auslosezeit weiter zu vermindern. Der erste Optimierungsschritt
wurde in der Entwurfsphase der Maschine durchgefiihrt. Der zweite Schritt und
die Finfithrung des Luftspaltes wurden erst nach der Fertigstellung der Maschine
durchgefiihrt und brachten Verbesserungen, die in Tabelle 5.2 aufgelistet sind.
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Tabelle 5.2: Verbesserung der Ausldsezeit

Zustand Auslosezeit
vor Optimierung 156 ms
mit Luftspalt 58 ms
nach Spulenoptimierung 10 ms

Die in Tabelle 5.2 dargestellten Ausloseverzogerungen stellen nur Mittelwerte dar.
Die Streuung dieser Werte, die die Ursache fiir falsche Wurfbahnen darstellt, liefs
sich durch die Reduktion der absoluten Verzogerung ebenfalls drastisch reduzieren.
Sie liegt nach Abschluf aller Optimierungen bei ca. 1 ms und damit in der Gro-
fenordnung des Reglertaktes des Steurrechners des Versuchs (siehe Abschnitt 5.2.4).

Die Messung von Drehgeschwindigkeit und Lage wird beim Drallantrieb durch einen
inkrementalen Drehgeber realisiert, der direkt an den Antriebsmotor angeflanscht
ist.

Zur Signal- und Leistungsiibertragung vom Gestell auf den Wurfarm steht ein 16-
poliger Schleifring zur Verfiigung, an dem die folgenden Signale anliegen:

e Motorstrom (2 Leiterbahnen)
e Magnetstrom (2x2 Bahnen, Gefahr der Uberlastung einer Schleifbahn)

e Drehgebersignale (4x2 Bahnen, zur sicheren Signaliibertragung)

5.2.3 Elektronische Komponenten

Um einen frei programmierbaren Versuchsablauf zu gewéhrleisten, wurde die Steuer-
ung des gesamten Versuchs auf Basis eines Standard-PC realisiert. Dieser ist jedoch
weder in der Lage, die Signale der inkrementalen Drehgeber unmittelbar zu verwer-
ten, noch Leistungssignale, wie sie zur Ansteuerung der Motoren und des Magnets
erforderlich sind, zu liefern. Deshalb war es erforderlich, elektronische Komponen-
ten zu entwerfen, die zwischen Maschine und PC angeordnet werden. Die Aufgaben
dieses ,Interface” sind in der Tabelle 5.3 zusammengefafst.

Die Sensoren sind handelsiibliche inkrementale Drehgeber. Die Elektronik hat die
Aufgabe, die rohen Sensorsignale einzulesen und sowohl die Drehlage als auch die
Geschwindigkeit in computerlesbare Daten umzuwandeln. Die Vierfachauswertung
der Drehgeber fiihrt zu einer Winkelinformation mit 400 Schritten der Drallachse
und mit 1600 Schritten der Hauptachse. Um diese Information zum Rechner zu iiber-
tragen, werden diese Werte in die unteren 12 Bit eines 16-Bit Registers gespeichert.
In den verbleibenden 4 Bit wird die Drehrichtungsinformation abgelegt.

Die Geschwindigkeitsmessung geschieht dergestalt, dafl die Impulse eines hochfre-
quenten Oszillators gezdahlt werden, die in der Zeit zwischen der Passage zweier
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Tabelle 5.3: Anforderungen an die elektronischen Komponenten

Anforderung Zahlenwert

Sensorik

Einlesen Encoder Hauptantrieb 400 Striche

Einlesen Encoder Drallantrieb 100 Striche

Aktoren

Strom Hauptantrieb 24V, 3 A, PWM mit £250 Schritten
Strom Drallantrieb 12V, 1A, PWM mit +250 Schritten
Strom Magnet 12V, 0.5 A, an-aus mit schneller Entregung
Kameraverschluf Offnen /Schliefen mit Relais
Stroboskopauslosung

Versorgung des Blitzsensors

Encoderstriche stattfinden. Der Kehrwert dieses Zahlergebnisses ist das Maf fiir die
Drehgeschwindigkeit. Da der Zahler durch ein 16-Bit Register realisiert ist, tritt bei
sehr langsamen Drehgeschwindigkeiten ein Uberlauf des Zihlers ein, und eine Mes-
sung ist nicht mehr moglich. Bei hohen Drehgeschwindigkeiten ist die Anzahl der
Pulse zwischen zwei Strichpassagen nur noch gering, was die Ergebnisgenauigkeit
zunehmend schmaélert. Diese beiden Grenzen konnen jedoch mit der Wahl der Zihl-
frequenz so eingestellt werden, dafl im relevanten Drehzahlbereich immer sinnvolle
Messungen moglich sind. Das Zéhlergebnis im Register kann der Steuerrechner in ein
16-Bit Register einlesen. Die Umrechnung von Zéhlstrichen in die tatséichliche Win-
kelstellung und die Berechnung der Geschwindigkeit aus dem Z#hlerstand geschieht
durch die Steuerungssoftware.

Die Leistungssteuerung der Motoren wird mittels der Pulsweitenmodulation (PWM)
durchgefiihrt. Diese hat neben der vollen Linearitdt und der verlustfreien Leistungs-
dosierung den Vorteil, dafl Logiksignale bis an die Gates der Leistungstransistoren
gefithrt werden konnen. Jeder Puls kann dabei in der Breite von 0 (Stillstand) bis 250
(Vollast) vom Steuerrechner eingestellt werden. Die Umsetzung dieses 8-Bit Signals
in den entsprechenden Spannungspuls geschieht ebenfalls in der Leistungselektronik.

Die sonstigen Steuerungssignale sind reine ja/nein-Informationen, die als einzelne
Bits in einem 8-Bit Register vom Steuerrechner an die Elektronik gesendet wer-
den. Dort geschieht fiir den Magneten die Umsetzung in ein Leistungssignal. Zur
Auslésung des Stroboskobblitzes wird ein mit dem Triggereingang des Gerétes kom-
patibles Logiksignal erzeugt, und der Kameraverschluff wird mittels eines Relais,
das den Ausloseschalter eines modifizierten Fernauslosers iiberbriickt, geéffnet und
geschlossen.

Eine Sonderstellung nimmt der Blitzsensor ein, mit dem iiberwacht werden soll,
ob die ausgelosten Stroboskopblitze tatsidchlich stattgefunden haben. Ziel ist es,
Wurfversuche, deren spitere Auswertung durch fehlende Blitze unmoglich ist, sofort
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wiederholen zu kénnen. Der Sensor wird von der Elektronik mit Strom versorgt und
erhélt die Blitzauslosesignale. Miflt der Blitzsensor mit seinem Fototransistor einen
darauffolgenden Blitz, wird eine LED eingeschaltet. Leuchten nach Wurfende alle
LEDs, haben alle ausgelosten Blitze ohne Zeitverzogerung tatsichlich stattgefunden.

NN
XXX : _— Blltz
Blitzsensor /

Kamera
PC 486
Sensor-/
Leistungs-
elektronik
Wurfmaschine
\\
~ AT-BUS Steckkarte

Bild 5.7: Signal- und Leistungsflufl der Wurfmaschine

Die Gesamtkonfiguration ist in Bild 5.7 dargestellt. Der Steuerrechner (PC-486) ent-
hilt eine speziell angefertigte Einsteckkarte, iiber die die Kommunikation mit der
Elektronik erfolgt. Der Signalfluff 14#t sich in den Sendezweig fiir die Aktoren und
den Empfangszweig fiir das Auslesen der Drehgeber aufteilen. Von der Elektronik
fliefen Leistungsstrome und Logiksignale zur Wurfmaschine, und die rohen Sensor-
signale werden eingelesen.

In Bild 5.8 ist eine Ubersicht aller Komponenten der Versuchseinrichtung gezeigt.
Zentrales Element ist die Wurfmaschine (Ziffer 4). Auf dem Tisch vor der Maschine
steht vor einem schwarzen Vorhang der Datenbildschirm mit schwarzem Gehiuse,
der bei jedem Versuch mitfotografiert wird (Ziffer 5). Auf dem Tisch vor der Ma-
schine liegen einige Wurfkérper. Der Steuerrechner ist bei Ziffer 2 zu sehen. Die in
diesem Abschnitt erklirten Elektronik-Komponenten stehen in der Mitte zwischen
Steuerrechner und Wurfmaschine bei Ziffer 3. Ganz links im Bild ist die Strobo-
skoplampe zu sehen, dahinter ihre elektronische Versorgungseinheit (Ziffer 1). Die
Kamera, mit der die Versuche aufgenommen wurden, stand noch weiter links hin-
ter dem Stroboskop und ist auf diesem Foto nicht zu sehen. Wahrend der Versuche
war der Raum vo6llig abgedunkelt, der Standardbildschirm des Steuerrechners war
ebenfalls abgeschaltet. Einzige Lichtquelle war der ebenfalls stark abgedunkelte Da-
tenbildschirm.
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Bild 5.8: Foto der Versuchseinrichtung

5.2.4 Software

Als Steuerrechner wird ein Standard-PC eingesetzt. Dieser hat den Vorteil, dafs
er mit verschiedenen Sprachen frei und vor allem komfortabel programmierbar ist,
jedoch den Nachteil, daf8 die Echtzeitfihigkeit, die zur Realisation einer Regleran-
wendung erforderlich ist, nicht ohne weiteres vorhanden ist.

Das Rechenprogramm hat die Aufgabe die Versuche zu ,yerwalten®, das heiflt Ver-
suchsparameter zu speichern und fiir eine Auswertung vorzubereiten, die Bahn zu
planen und dann in einem Reglermodus den Ablauf eines Versuches in Echtzeit zu
steuern.

Der Ablauf des Programms ist in Bild 5.9 dargestellt. Der Rechner befindet sich
zunichst im ,PC-Modus“. Die gewiinschten Wurfparameter werden eingegeben, die
komplette Wurfbahn sowie der Hochlauf vorausberechnet. Danach wird der Rech-
ner in einen Prozefrechenmodus umgeschaltet: Es wird nur noch ein Steuer- und
Regelunterprogramm mit einem festen Takt von 2500 Hz abgearbeitet. Dazu wird
der ,Timer-Interrupt® des Rechners auf den Regeltakt umprogrammiert und der
Interrupt-Vektor, der sonst auf eine Betriebssystemroutine zeigt, auf das Reglerun-
terprogramm verlegt. In diesem Zustand fiihrt der Rechner nur noch die gewiinschte
Steuerung durch. Die Antriebe werden geregelt, der Abwurf und die Blitze ausgeldst
und der Kameraverschluf gesteuert. Nach Ablauf des Versuchs wird der Rechner
wieder in den PC-Modus zuriickgesetzt, und abschlieffende Berechnungen und die
Archivierung von Daten werden durchgefiihrt.
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Einlesen,
Wurfplanung,
Initialisieren der Hardware

PC-Mode

Initialisieren des Prozessrechenmodes

Auslosen Blitz/Kamera
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< | Regelung Antrieb =
S | Abwurf =
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Deinitialisieren des Prozessrechenmodes
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Ergebnissen,
Postprocessing

<Versuchsablauf
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Bild 5.9: Programmablauf eines Wurfversuchs

Das gesamte Programm wurde in der Programmiersprache C-++ realisiert. Da das
Programm immer einen nicht zeitkritischen Prolog und Epilog durchlauft, treten die
Probleme, die C++ in Echtzeitanwendungen verursachen kann, bei dieser Maschi-
nensteuerung nicht auf.

5.3 Steuerung und Regelung

In diesem Abschnitt wird die Bewegungssteuerung der Wurfmaschine erlautert. Aus-
gangspunkt ist eine Wunschlage und -geschwindigkeit, die der Wurfkérper im Mo-
ment des Stofles an einem definierten Ort haben soll. Daraus resultiert eine Wurftra-
jektorie, fiir welche die Wurfmaschine die geeigneten Anfangsbedingungen einstellen
mufs. Aus diesen Anfangsbedingungen kann eine Hochlaufabfolge der einzelnen An-
triebe berechnet werden, die dann durch eine geeignete Steuerung und Regelung
auch gewihrleistet werden muf.

5.3.1 Wurfbahnplanung

Das Versuchsziel besteht jeweils darin, einen Stof des Wurfkorpers mit gewiinschten
Stoflgeschwindigkeiten durchzufiihren. Zusétzlich soll sich der Kérper dabei in einer
gewiinschten Winkellage befinden. Die vier Zielgrofen sind in Bild 5.10 dargestellt:
Die Schwerpunktsgeschwindigkeit in x- und y-Richtung unmittelbar vor dem Stofs
(vs,9 und v, g) sowie Winkellage ¢g und -geschwindigkeit wg. Die Winkellage ist nur
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bei einem nicht rotationssysmmetrischen Kérper von Bedeutung und wird beziiglich
eines geeigneten Korpermerkmals gemessen.

Diese Zielgrofen sind bei der Wurfmaschine nur indirekt einstellbar. Es ist moglich,
die Abwurfgeschwindigkeit und -winkel des Wurfarms (im folgenden immer ,Haupt-
antrieb” genannt) wpy 4 und Qg 4 vorzugeben. Ebenso kénnen fiir den zusétzlichen
Antrieb des Wurfkérpers (,Drallantrieb®) die Lage und Geschwindigkeit wp 4, und
©n,ap vorgegeben werden. Als zusitzliche Grofien gehen in die Wurfbahnplanung
der Radius des Wurfarmes R, der des Wurfkérpers r und die Hohe A des Wurf-
armdrehpunktes iiber der Stofffliche ein. Grundsitzlich werden alle Stofse auf einer
horizontalen Ebene durchgefiihrt. Die letzte fiir die Bahnberechnung wichtige Grofse
ist die Erdbeschleunigung g.

-~

~
N
=

Bild 5.10: Geometrie der Wurfbahn

Der Zusammenhang zwischen Abwurfparametern und Auftreffgeschwindigkeiten
148t sich als

Vg,5 = WH,ab " COSQPH b (51)

Vys = —\/(wH,ab -sin @) +2g(h — 7+ Rcos pp ) (5.2)

darstellen. Die Geschwindigkeit in y-Richtung ist im verwendeten Koordinatensy-
stem unmittelbar vor dem Stof negativ. Diese Gleichungen miissen nun nach wy g
und @ . aufgelost werden, da diese Parameter in die Steuerung der Wurfmaschine
eingehen. Das ist jedoch nicht analytisch moglich. Aus diesem Grund werden in der
Steuerungssoftware der Wurfmaschine diese Parameter mit Hilfe eines numerischen
Gleichungslosers vor Beginn des Versuches berechnet. Ist die Wurfbahn vollstindig
ermittelt, lassen sich nun auch der Auftreffpunkt und die Flugzeit angeben. Der
Auftreffpunkt ist nicht wahlbar. Er ergibt sich zwangslaufig aus den vorgegebenen
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Geschwindigkeiten. Dieses Problem ist aber dadurch zu l6sen, dal man sowohl die
Auswertetechnik als auch spezielle Stofpartner am bekannten Stofpunkt plazieren
kann.

Die Flugzeit tr wird unter Verwendung der Beziehung fiir den freien Fall berech-
net, die einen Zusammenhang zwischen der Fallhohe einerseits und der Fallzeit mit
Erdbeschleunigung und Anfangsgeschwindigkeit andererseits herstellt:

1 )
(h—71)+ Rcos pma = 9 th+ |whab - SN Q00| tr (5.3)
Diese Gleichung kann nach ¢z aufgelost werden. Der Ort des Stospunktes zg 148t
sich ebenfalls {iber die Flugzeit mit

T = WHab " COS P ap - tp + Rsin g qp (5.4)

berechnen.

Die Berechnung der Abwurfgrofien fiir den Drallantrieb ist einfacher. Fiir die Stofs-
geschwindigkeit und den Winkel gelten:

Ws = Wpab+ WHab (5.5)

©s = ¢pa + (Wpa + W) tF+ Qb (5.6)

Da es sich bei den Groflen, die den Drall beschreiben, um Relativgrofen beziiglich
des Wurfarmes handelt, gehen in die Berechnung der absoluten Stowerte die Ab-
wurfparameter des Hauptarmes mit ein. Die Gleichungen konnen direkt nach den
fiir die Maschinensteuerung wesentlichen Grofien wp o, und ¢p o, aufgelost werden.
In Gleichung 5.6 ist darauf zu achten daf sich bei Berechnungen von Winkeln unter
Umstédnden Werte ergeben kénnen, die auf einen sinnvollen Bereich (zum Beispiel
0° - 360°) normiert werden miissen.

5.3.2 Ablaufplanung

Im vorangegangenen Abschnitt wurde berechnet, in welchem Zustand der Wurfkor-
per freigegeben werden mufl, um den gewiinschten Stofs durchfithren zu kénnen. Die
Beschleunigung des Hauptarmes auf die gewiinschte Drehzahl und das Ausklinken
des Wurfkorpers ist weder theoretisch noch praktisch ein Problem. Auch eine zu-
sitzliche Winkelgeschwindigkeit ist ohne Schwierigkeiten realisierbar. Kommt noch
die Forderung dazu, dafs sich der Wurfkérper im Moment des Loslassens in einer
bestimmten Winkelposition befinden soll, sind diese Forderungen nicht mehr ohne
weiteres zu erfiillen. Ein Steuerungskonzept, das zunéchst beide Antriebe auf die ge-
wiinschte Geschwindigkeit beschleunigt und dann im ,richtigen“ Moment ausklinkt,
ist nicht ausreichend, da dann die korrekte Winkelstellung des Wurfkérpers nicht
gewahrleistet ist.

Um das Ziel des lage- und geschwindigkeitsgenauen Abwurfes zu erreichen, wird fol-
gendes Konzept verwirklicht: Die Hochlaufbahn (Bahn als abstrakte Trajektorie im
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Phasenraum) muf exakt vorausgeplant und die Startwinkel vor Beginn des Hoch-
laufes so eingestellt werden, dafl im Moment des Auslosens auch der Wurfkorper in
der richtigen Position ist. Der Ablauf des Versuchs ist in Bild 5.11 dargestellt.

A Abwurf
Oy Auslosen v
g SR —
' ' Zielwinkel
LA — jew =360°
— o g
0y Lo
®p : : PR R R
L ~§ Winkeldiff,
[P A
__________ L t
Atvor
_Korr. | Hochlauf __Flug_|_ Bremsen

Bild 5.11: Planung des Bewegungsablaufes vor dem Wurf

Der Versuchsablauf 148t sich in vier Phasen untergliedern. Zunéchst werden die
Stellungen beider Antriebe in der Korrekturphase in die gewiinschte Startposition
gedreht. Der Wurfarm wird dabei aus einer beliebigen Stellung in die senkrechte
Position gefahren. Der Drallantrieb wird ebenfalls in die benétigte Startposition
gebracht, die im folgenden erklart wird.

In der darauffolgenden Hochlaufphase werden beide Antriebe mit einem rampenfor-
migen Geschwindigkeitsverlauf beschleunigt, bis die jeweilige Wunschdrehzahl er-
reicht ist. Nach einer Beruhigungszeit, bei der beide Antriebe sich mit konstanter
Drehzahl drehen, wird der Abwurfmechanismus ausgelost. Dies geschieht um das
Intervall At,,. vor dem eigentlichen Abwurfzeitpunkt, da der Auslésemechanismus
eine kurze aber reproduzierbare Ausloseverzogerung hat. Der Zeitpunkt der Auslo-
sung ist so berechnet, dafs der Wurfarm im Moment der Freigabe des Wurfkorpers
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in der gewiinschten Position ist. Der Drallantrieb hat zu diesem Zeitpunkt auch die
erforderliche Drehgeschwindigkeit. Die richtige Winkellage des Drallantriebs wird
durch die Winkelkorrektur am Anfang erreicht. Die gestrichelte Linie in Bild 5.11
stellt den Hochlauf ohne vorherige Winkelkorrektur dar. Nach der Verdrehung wird
auf der durchgezogenen Linie einer der gewiinschten Abwurfwinkel erreicht. Da sich
die Winkelstellung nach jeweils 360° wiederholt, ist eine Korrektur um maximal
+180° erforderlich.

Nach dem Abwurf werden die Stroboskopblitze ausgelost, die zur Versuchsbeobach-
tung und -auswertung dienen. Dieser Sachverhalt wird in Abschnitt 5.4 erldutert.
In der Bremsphase werden Haupt- und Drallantrieb wieder zum Stillstand gebracht.
Der Versuch ist damit abgeschlossen.

Diese Bahnplanung ist nur sinnvoll, wenn die Wurfmaschine auch tatséchlich die
Bewegungen ausfiihrt, die vorgesehen sind. Insbesondere ist hier eine hohe Prézision
erforderlich. Bereits ein Fehler im Abwurfwinkel von 1° kann den Versuch vollig ver-
falschen. Deswegen mufs die Steuerung der Maschine so prizise gestaltet sein, dafl
die Abweichung von Soll- zu Istbewegung zumindest in der Nédhe des Abwurfmo-
mentes geringer als 1° ist. Diese Forderung ist nur mit Hilfe eines geeigneten Reglers
zu realisieren.

5.3.3 Antriebsregelung

Der Regler hat die Aufgabe, die Wurfmaschine dazu zu zwingen, den Bewegungs-
vorgaben der Versuchssteuerung moglichst genau zu folgen. Bei der Auswahl des
Reglerkonzeptes spielen folgende Punkte eine wesentliche Rolle:

e Die beiden Antriebe sind vollstédndig entkoppelt.
e Das mechanische Modell beider Antriebe ist sehr einfach.

e Die ,Bahn“ ist im Phasenraum vorher genau bekannt.

Die beiden letztgenannten Punkte ermdglichen es, einen Regler mit ausgefeilter Vor-
steuerung zu verwenden, welche die gesamte inverse Dynamik aufschaltet. Der Regler
muf dann nur noch kleine Abweichungen um die sich verdndernde Sollvorgabe kor-
rigieren. Da beide Achsen entkoppelt sind, kann jeweils ein einfacher linearer Regler
verwendet werden. Gewichtet werden miissen auf jeden Fall die Winkel- und die
Geschwindigkeitsabweichung. Da es auf besondere Prizision in der Nachfiihrung des
Winkels ankommt, ist auch der [-Anteil der Winkelabweichung erforderlich, der eine
bleibende Regeldifferenz beseitigt.

Die Bewegungsgleichung fiir die beiden Antriebe lautet jeweils:
J@+C'W+MReib(w) :K'U, (57)

wobei w die Winkelgeschwindigkeit, J das Triagheitsmoment, C' und K Motorkon-
stanten und u der Stelleingriff sind. In die Konstanten C' und K geht neben den
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technischen Motordaten auch die im Antriebsstrang enthaltene Getriebeiibersetzung
ein. K wird dariiberhinaus durch die Dimension des Stelleingriffs beeinflufit. Hier
sind entweder die Motorspannung oder eine prozentuale oder absolute Pulsbreite
denkbar. Das Gesamttrigheitsmoment enthilt alle rotierenden Teile der jeweiligen
Antriebe. Beim Hauptantrieb ist der dominierende Tragheitsanteil der Wurfarm,
obwohl der Motor mit einer Ubersetzung den Arm antreibt. Der Drallantrieb ver-
fiigt {iber einen Direktantrieb, bei dem die Motortrigheit klein im Verhéltnis zur
Drehmasse der Halteplatten und des Wurfkorpers ist.

Das Reibmoment ist eine Funktion der Drehgeschwindigkeit und entzieht sich ei-
ner genauen Berechnung. Der Hauptantrieb wird durch Reibung nur geringfiigig
beeinflult. Beim Drallantrieb stellt die Reibung jedoch einen wesentlichen System-
parameter dar.

Die inverse Dynamik besteht aus zwei Anteilen: Einerseits aus der ,statischen” Vor-
steuerung, die dem Motor ein Stellsignal aufschaltet, das bendtigt wird, um die
zu erreichende Geschwindigkeit im Gleichgewichtszustand zu halten, andererseits
dem ,dynamischen” Anteil, der den zusitzlichen Energiebedarf der Beschleunigung
kompensiert. Der statische Anteil soll auch den nicht berechenbaren Reibanteil kom-
pensieren, weshalb hier zum Mittel der Messung gegriffen wurde. Der Stelleingriff u
wird schrittweise erh6ht und die erreichte Drehgeschwindigkeit w ermittelt. Hierbei
mufs jeweils gewartet werden, bis die Drehgeschwindigkeit gegen die Grenzdrehzahl
hinreichend konvergiert ist. Der Zusammenhang wird durch die Funktion

w = f(u) — u=f"'(w) (5.8)

mit der Umkehrfunktion f=! beschrieben. Um diese Umkehrung durchfiihren zu kon-
nen, ist es erforderlich, die gemessenen Datenpunkte durch eine globale oder mehrere
abschnittsweise umkehrbare Funktionen zu approximieren.

Die dynamische Vorsteuerung wird aufgrund der einfachen Systemdynamik als Kon-
stante angesetzt, die sich zu K/.J berechnet. Das gesamte Vorsteuersignal uy ergibt
sich damit zu:

uy = H(w) + g W (5.9)
Die sinnvolle Anwendung dieser Vorsteuerung setzt voraus, dafl die Sollbeschleu-
nigung bekannt ist. Da der gesamte Versuchsablauf von einem Rechner gesteuert
wird, in dem Sollbahnen, Vorsteuerung und Regler digital vorausberechnet werden,
ist dies problemlos moglich. Die gesamte Struktur eines Antriebes mit Regler ist in
Bild 5.12 dargestellt.

Der Sollbahngenerator stellt die Sollage, die -geschwindigkeit sowie die -beschleuni-
gung zur Verfiigung. Diese Grofien werden zeitdiskret berechnet. Die Sollbeschleu-
nigung wg wird nur der Vorsteuerung zur Verfiigung gestellt. Die Sollgeschwindig-
keit wg wird einerseits von der Vorsteuerung benotigt und andererseits zum Soll-
Istvergleich an den Reglereingang weitergegeben. Die Sollage ¢g wird nur mit dem
entsprechenden Ist-Signal verglichen.
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Bild 5.12: Signalflufplan eines Antriebs

Der lineare Regler gewichtet die Abweichungen auf Geschwindigkeits-, Lage- und in-
tegrierter Lageebene mit den Reglerkoeffizienten und bildet den Reglerausgang ug,
der mit dem Ausgang uy der Vorsteuerung zum Stellsignal u verkniipft wird. Dieses
Signal wird in +250 Stufen diskretisiert und limitiert und iiber die Leistungselek-
tronik auf die Antriebsmotoren aufgeschaltet.

Der Riickfiihrzweig spaltet sich in eine Lage- und eine Geschwindigkeitsmessung auf,
da beide Groflen unabhéngig voneinander ausgewertet und dem Steuerrechner als
zwei digitale Werte zur Verfiigung gestellt werden. Aus der Perspektive der Reg-
lerauslegung ist das wichtig, da die verwendeten Mefverfahren fiir beide Grofien mit
unterschiedlichen Fehlern und Mefrauschen behaftet sind.

Die Reglerauslegung erfolgt nach dem Kriterium des minimalen Abstandsquadrats
zwischen Soll- und Istlage in der Ndhe des Abwurfmomentes. Dieses Verfahren bie-
tet die Moglichkeit, die optimalen Reglerkoeffizienten im Frequenzbereich direkt zu
bestimmen. Beim vorliegenden System fiihrt das jedoch zu unbefriedigenden Resul-
taten: Der D-Anteil des Reglers wird bei dieser analytischen Optimierung zu hoch
bewertet. Die Messung der Geschwindigkeit ist jedoch mit einem verh&ltnismifig
hohen Mefsrauschen belastet, das dadurch erheblich verstirkt wird und zu einem
sehr unruhigen Lauf des Antriebs fiihrt. Aus diesem Grund wurde zur Auslegung
des Reglers eine ,Hardware-in-the-Loop* Optimierung durchgefiihrt.

Bei diesem Verfahren wird ein numerischer Optimierungsalgorithmus im Steuerrech-
ner gestartet. Zur Ermittlung des Giitefunktionals fiir eine Parameterkombination
wird eine Sollbahn mit bestimmten Reglerkoeffizienten tatséchlich nachgefahren und
die Abweichung Soll-Ist aus automatischen Messungen des Versuchs bestimmt (Bild
5.13). Dieses Verfahren ist zwar einerseits zeitaufwendig, da die Bahnfahrten tat-
sichlich in ,,Fchtzeit“ durchgefiihrt werden miissen, hat aber andererseits den Vorteil,
daf alle nichtlinearen Effekte, die in einer Modellierung nur aufwendig nachzubilden
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Bild 5.13: Signalfluff und Ablaufstrategie der ,Hardware-in-the-
Loop“ Optimierung

waren, immer richtig enthalten sind.

5.4 Gerate zur Messung der Versuche

Bei der Beobachtung eines Stoflvorganges sind die Geschwindigkeiten der Stofkor-
per unmittelbar vor und nach dem Stofs von Interesse. Dies sind jedoch Groéfen,
die einer direkten Beobachtung nicht zugénglich sind. Man kann allenfalls die Ge-
schwindigkeiten eine gewisse Zeit vor und nach dem Stofs messen und daraus auf
die unmittelbaren Stofgeschwindigkeiten zuriickschliefen. Ein wichtiger Aspekt bei
der Auswahl des Meflkonzeptes besteht darin, dafs die Bewegung des Korpers nach
dem Stof unbekannt ist. Die Messung dieser Bewegung ist das eigentliche Erkennt-
nisziel des Versuchs. Die verwendete Mefeinrichtung mufs deshalb in der Lage sein,
einen groflen Bereich messend abzudecken. Zudem sollen nicht nur die translatorische
Geschwindigkeit nach Grofle und Richtung bestimmt, sondern auch die Rotations-
geschwindigkeit und die Winkellage gemessen werden.

Um alle diese Forderungen zu erfiillen, wurde folgendes Mefkonzept entwickelt: Der
Versuch findet in einem vo6llig abgedunkelten Raum vor dunklem Hintergrund statt.
Wihrend der Flugphase des Korpers werden zu definierten periodischen Zeitpunk-
ten Stroboskopblitze ausgelost, die den fliegenden Wurfkorper momentan beleuchten.
Eine Fotokamera, deren Verschluff wihrend des gesamten Versuchsablaufes gedffnet
ist, nimmt den Versuch auf. Als Ergebnis zeigt sich auf dem belichteten Film pro
Blitz eine Aufnahme des Wurfkorpers. Zudem wird ein Mafistab und der Computer-
bildschirm des Steuerrechners, auf dem alle wichtigen Versuchsdaten eingeblendet
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werden, mitfotografiert. Uber die so in das Foto eingeblendete Blitzfrequenz liRt
sich durch Vermessung der Aufnahmen die Flugbahn des Wurfkérpers genau rekon-
struieren. Der Korper ist mit einer Winkelmarkierung versehen, die es ermdoglicht,
die Drehlage der Aufnahmen und damit auch die Drehgeschwindigkeit genau zu
bestimmen. Dem Nachteil, daff die Versuchsergebnisse erst nach Entwicklung und
Auswertung der Fotos vorhanden sind, stehen folgende Vorteile gegeniiber:

e Das Bild beinhaltet die volle Versuchsinformation. Im Versuchsmoment treten
nur systematische Fehler auf, die nach deren Erkennen sogar noch korrigiert
werden konnen (Verzerrungen o.4.).

e Statistische Auswertefehler, die zu unplausiblen Versuchsergebnissen fiihren,
sind durch erneute Betrachtung der Bilder meist korrigierbar.

e Die Ergebnisse sind handlich dokumentiert und archiviert.

e Durch Einblendung von Maflstab und Versuchsparametern ist jedes Foto fiir
sich ohne weitere Information aussagekraftig.

e Nimmt man auch die Flugphase vor dem Wurf auf, werden Fehler beim Abwurf
unwichtig, da die tatsichliche Anfluggeschwindigkeit gemessen wird.

v - 3

A il jui ==
Sorweld Q0284
7 -_

Bild 5.14: Beispiel eines Dias eines Wurfversuchs (Negativ)

Um die Auswertung zu vereinfachen, werden Dias verwendet, die danach in einer
giinstigen Auswertegrofse auf ein gerastertes Papier projiziert werden. Dort werden
dann die Schwerpunktslage und der Winkel der Markierung jeder Momentaufnahme
gemessen. Fiir die Rekonstruktion der kompletten Flugbahn reichen zwei Belichtun-
gen pro Flugbahnabschnitt (vor und nach dem Stof) aus. Um die Sicherheit der
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Auswertung zu verbessern und eine Eingangsgrofse fiir die Fehlerrechnung zu erhal-
ten, werden drei Belichtungen pro Flugbahnabschnitt vorgenommen. Das negativ
eines reprisentativen Dias ist in Bild 5.14 gezeigt.

Insgesamt sind sechs Belichtungen des Wurfkérpers zu sehen: Die Flugrichtung ist
von links nach rechts. Die linken drei Bilder sind vor dem Stof, die rechten nach dem
Stofl aufgenommen. Deutlich ist auf dem Wurfkorper die dreieckige Winkelmarkie-
rung zu erkennen, die zur Bestimmung der Drehlage dient. Im unteren Bildbereich
ist die Stoffliche und im linken Bereich des Dias ist ein mitfotografierter Compu-
terbildschirm zu sehen. Auf diesen blendet der Steuerrechner wihrend des Fluges
alle wichtigen Versuchsdaten, wie Datum, Uhrzeit, Blitzfrequenz, Abwurfgeschwin-
digkeiten und -winkellagen, Flugzeit, Auftreffpunkt und eine laufende Nummer ein.
Unter dieser Nummer werden alle Versuchsdaten in einer Datei gespeichert.
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Kapitel 6

Auswertung der Stolversuche

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der Stofsversuche dargestellt. Dazu werden
zunichst die Rechenschritte erldutert, die benotigt werden, um aus den Fotoaus-
wertungen die physikalischen Grofien zu gewinnen und die statistischen Methoden,
um diese Ergebnisse zu verbessern und zu bewerten. In einem weiteren Abschnitt
werden dann die Darstellungsarten der Ergebnisse erldutert.

Den Kern dieses Kapitels stellt die Vorstellung der Versuchsergebnisse der durch-
gefithrten zentralen und exzentrischen Stofsexperimente und der Vergleich mit den
theoretischen Berechnungen dar.

6.1 Auswertemethodik

In diesem Abschnitt soll die Aufbereitung der Informationen, die bei der Auswer-
tung eines Dias gewonnen werden, dargestellt werden. Ziel ist es, im ersten Schritt
die Geschwindigkeiten des Wurfkérpers unmittelbar vor und nach dem Stof zu be-
rechnen. Daraus konnen dann im weiteren die Impulse und mehrere dimensionslose
Stolmafle abgeleitet werden.

6.1.1 Rekonstruktion der Flugbahn

Pro Flugbahnabschnitt werden durch drei Stroboskopblitze drei Aufnahmen ge-
macht, wobei theoretisch zwei Aufnahmen geniigen wiirden, um die Flugbahn exakt
rekonstruieren zu konnen. Die Redundanz in den Aufnahmen dient einerseits dazu,
die Aussagekraft des Ergebnisses durch Mittelwertbildung zu verbessern, und ande-
rerseits mit Hilfe von statistischen Methoden die Messungsqualitit abschitzen zu
konnen. Dieses Vorgehen wird in Abschnitt 6.1.2 beschrieben.

Zur Beschreibung der Flugbahn wird, wie in Bild 6.1 dargestellt, ein z-y-Koordina-
tensystem verwendet, in welchem die y-Achse senkrecht nach oben und die z-Achse
in horizontale Richtung zeigt. Der Wurf erfolgt immer so, dafs in der Anflugphase
eine Geschwindigkeit in positiver x- und negativer y-Richtung vorhanden ist. Bei
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Bild 6.1: Auswertungsschema

der Berechnung der Flugbahn wird von einer idealen widerstandsfreien Wurfpara-
bel ausgegangen, was sich bei der Auswertung der Wurfversuche bestitigt hat. Im
Moment des Stofes findet eine unstetige Umlenkung statt. Deshalb werden zwei
Interpolationsfunktionen verwendet, die eine vor dem Stof (Index v) und eine nach
dem Stof (Index n). Beschrieben werden die Bewegungen in z- und y-Richtung
sowie der Drehwinkel . Die Modellfunktionen sind bei Gleichungsnummer (6.1)
zusammengefafit:

l‘v(t) = Xyo + Vgt l‘n(t) = Zno + Ugnt
Yu(t) = Yoo + vyt — g1 Yn(t) = Yno + vynt — 3912 (6.1)
P (t) = Pyo + wyt ¥n (t) = Pno T Wpt

Diese Modellfunktionen konnen nun nach einem Minimierungskriterium an die Mef-
punkte angepaflt werden. Die zwolf hierbei zu bestimmenden Grofen sind .9, Y40,
©u0s Tnos Yn0s Py Vzvs Vyus Wy Uzny Uyn Und wy, (siehe Abschnitt 6.1.2).

Sind diese Groflen bestimmt, kann nun iiber den ,,Schnitt“ der beiden Wurfbahnan-
teile der Stofzeitpunkt tg bestimmt werden:

— Yno — Yvo

Vyy — Uyn

Yuo + Uyols = Yno + Vynts — tg (62)
Der Stofszeitpunkt konnte auch iiber den Schnitt der beiden Anteile der x- oder
p-Bewegung bestimmt werden. Nachteilig ist hierbei, dal sich bei gewissen Stof-
konfigurationen die Geschwindigkeit in x- bzw. p-Richtung nicht dndert und somit
die Berechnung von tg nicht gelingt. Aufgrund des StoRes ist eine deutliche Anderung
der Geschwindigkeiten in y-Richtung immer gewéhrleistet.

Auf dem Auswertefoto ist der exakte Auftreffpunkt des Wurfkoérpers nicht zu er-
kennen. Die Wahl des Koordinatenursprungs ist deshalb auch willkiirlich. Mit der
Kenntnis des Stofizeitpunktes kann die Auftreffhohe

1
h = Yo + 'vatS - 592%‘ (63)
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berechnet werden.

Wesentlich fiir die Auswertung der Stéfe sind die Geschwindigkeiten unmittelbar
vor (Index A) und nach (Index E) dem Stofs. Zusétzlich ist bei exzentrischen Stoéfen
noch die Kenntnis des Verdrehwinkels des Wurfkorpers im StoSmoment wichtig. Fiir
die Bewegung in z-Richtung und die Drehgeschwindigkeit ist dies einfach, da sich
die Geschwindigkeiten annahmegeméfs wihrend der Flugphasen nicht &ndern. Somit
gilt:

VUzA = Vg WA = Wy (64)

UgE = Uzn Wg = Wy

Fiir die Geschwindigkeit in y-Richtung und den Kérperbezugswinkel unmittelbar vor
dem Stoff mufs die Stofzeit in die Gleichungen (6.1) eingesetzt werden. Die Winkel
w4 und g miissen nach der Stofannahme identisch sein. Dies bietet eine zusétzliche
Kontrolle fiir die Richtigkeit der Messungsauswertung:

UyA = Uyy — gts VA = Pyo + Wyls (6 5)
UyE = Uyn — gts YE = @no + Wnts

Diese Geschwindigkeiten und Lagen beinhalten die gesamte Information, die bei
einem Stolversuch gemessen werden kann. Daraus konnen in weiteren Schritten die
Relativgeschwindigkeitsinderungen, die Stofkoeffizienten und — mit Kenntnis der
Trégheitsparameter des Wurfkérpers — auch die iibertragenen Impulse berechnet
werden.

6.1.2 Statistische Bearbeitung und Fehlerrechnung

Generell soll zur statistischen Auswertung der Messungen ein Interpolationsverfah-
ren auf Minimierungsbasis verwendet werden. Ziel ist einerseits eine Verbesserung
des Ergebnisses durch Mittelwertbildung und andererseits die Abschitzung der Er-
gebnisqualitit durch einen geeigneten Vergleich der Mefpunkte mit der interpolier-
ten Funktion.

Zur Auswertung stehen 6 Messungsquadrupel (t;, z;, y;, ;) zur Verfiigung, an die die
Modellfunktionen (Gleichungen 6.1) angepafit werden sollen. Besonders zu beachten
ist hierbei:

e Die beiden Abschnitte der Funktionen miissen fiir alle Koordinaten aneinander
passen.

e Auch die Zeitpunkte ¢; konnen fehlerbehaftet sein.

Die Beriicksichtigung dieser beiden Punkte wiirde die statistische Auswertung er-
heblich erschweren, da beide Bedingungen die lineare Ausgleichsrechnung in ein
nichtlineares Ausgleichsproblem verwandeln wiirden.
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Die Verkniipfungsbedingung wurde fallengelassen, da die Berechnung des Schnitt-
punktes der beiden Achsen (wie in Abschnitt 6.1.1) fiir die Koordinate y gut, fiir =
und ¢ jedoch sehr schlecht konditioniert sein kann. Eine Verbesserung des Ergeb-
nisses ist deshalb mit Hilfe dieser Zusatzbedingung nicht zu erwarten.

Bei der statistischen Behandlung von MeRwerten sind in der Regel die Funktions-
werte iiber bestimmten Stiitzwerten aufgetragen. Im vorliegenden Fall sind es Lagen
und Winkel iiber der Zeit. Hierbei ist grundséatzlich zu klaren, ob nur die Funkti-
onswerte oder auch die Lage der Stiitzstellen fehlerbehaftet sind. Das Mefprinzip,
das fiir die Wurfmessungen verwendet wird, kann grundsétzlich auch Fehler in den
Stiitzstellen enthalten. Dieses Phéinomen tritt ein, wenn die Blitze nicht zum ex-
akt gewiinschten Zeitpunkt stattfinden. Die Formulierung der Ausgleichsrechnung
ist auch fiir Mefireihen mit gestreuten Stiitzwerten durchfiihrbar, jedoch entstehen
keine linearen Gleichungen mehr, und die Berechnung von Fehlerschranken ist we-
sentlich aufwendiger.

Ein fehlerhafter Blitz in einem Wurfbahnabschnitt wiirde zu statistischen Fehlern in
allen drei Interpolationskurven fiir x, y und ¢ fithren. Bei den durchgefiihrten 600
Experimenten wurden insgesamt 2 Versuche identifiziert, bei denen offensichtlich ein
Blitz zum falschen Zeitpunkt auftrat. Diese Versuche wurden ausgesondert. Auf eine
statistische Beriicksichtigung von Blitzfehlern wurde angesichts der scheinbar hohen
Zuverlassigkeit der Blitzzeitpunkte verzichtet.

Somit sind fiir jeden Stof’ sechs unabhéngige Interpolationsaufgaben zu losen: Die
Ausgleichsgeraden fiir x, y und ¢, jeweils vor und nach dem Stofs. Jede Ausgleichs-
gerade wird durch den Achsenabschnitt und die Steigung charakterisiert. Da die
Zeitpunkte als genau angenommen werden kénnen, wird die Bahnkriimmung infolge
der Erdbeschleunigung durch die Transformation

v =i+ 59((i— )Tp) (6.6)

mit der Erdbeschleunigung ¢ und der Blitzfolgezeit Tz herausgerechnet.

Die Interpolationsaufgabe ist am Beispiel der y-Werte in Bild 6.2 dargestellt, gilt
aber genauso fiir x und .

Die Werte y; bis y3 wurden vor dem Stoff aufgenommen, die Werte ¥, bis 3¢ danach.
Die Achsenabschnitte der beiden Interpolationsgeraden werden mit a, (vorher) und
a, (nachher) bezeichnet, die Steigungen mit b, und b,. Diese Grofen entsprechen,
im Fall der y-Werte den Parametern y,, etc. in Gleichung (6.1). Die Interpolations-
gleichungen lauten:

1 1
a, = =0y + 2ys — a, = 7(Tys+1ys—>5
6% Y1+ 2y2 — ys) 35 Ya + ys — 5Ys) (6.7)

b, = TB(ZB—yl) b, = TB(QG—ZM)

DN
DN

In Bild 6.2 ist angedeutet, dafl die Werte vor dem Stof in diesem fiktiven Beispiel
wesentlich stiarker streuen als nach dem Stof. Es miissen folglich Mef- oder Auswer-



114 6 Auswertung der Stofsversuche

gemessene GroBe

Zeit
Bild 6.2: Interpolation und Ausgleich der Messungen

tefehler passiert sein. Diese Tatsache kann man bei redundanten Messungen dadurch
erfassen, dafl man die Streuung der Interpolationswerte berechnet [65].

ol = 5 — 2+ ) o2 = B(yi—2ys+ o)’
36, I8, (6.8)
%, = 1oz -2ty %, = TorzWs— 2+ )’

Diese Grofien bediirfen einer gewissen Interpretation. Es wird davon ausgegangen,
dafl die Mefsfehler normalverteilt sind. Das heiflt, die Wahrscheinlichkeit, dafs ein
MefBwert um einen gewissen Betrag von der ,physikalischen Realitédt” abweicht, wird
durch die Normalverteilung beschrieben. Dies ist eine — wenn auch weit verbreitete —
Annahme, die auf einfache Gleichungen fiihrt. Wichtige Gréfe in diesem Zusammen-
hang ist die Streuung o. Sind Messungen ,schlecht” zeigen sie eine grofle Streuung.
Es ist davon auszugehen, dafs auch aus ihnen abgeleitete Grofsen keine hohe Qualitit
haben, was sich seinerseits in einer groflen Streuung dieser Gréflen ausdriickt.

Die Streuung der Messung einer Belichtung bei den in dieser Arbeit durchgefiihrten
Versuchen ist unbekannt. Da aber in der Regel drei Bilder pro Wurfbahnabschnitt
gemacht wurden, kann nach der Interpolation iiber die Abweichung der Mefpunkte
von der Interpolationsgeraden eine Qualitidtsaussage gemacht werden. Die Mefswerte
y1 bis y3 in Bild 6.2 zeigen eine deutliche Abweichung von der Geraden. Das Vertrau-
en in die ermittelten Werte von a, und b, ist demnach viel geringer, als in a,, und
b, die in diesem Beispiel offensichtlich mit besseren Messungen bestimmt wurden.

Die mathematische Formulierung dieser Erfahrungsaussage steckt in den Gleichun-
gen (6.8). Liegen die Mefiwerte auf einer Geraden, verschwindet im Grenzfall der
Klammerausdruck in jedem Term, und die Ergebnisse haben keine Streuung. Wei-
chen sie stirker davon ab, wird auch die Streuung grofser.

Mit der Streuung kann man folgende Aussage machen: Die Wahrscheinlichkeit, daf
der ,physikalisch echte® Wert im Bereich +0 um den gemessenen oder abgeleiteten
Wert liegt, betragt 67%, im Bereich +20 95%.



6.1 Auswertemethodik 115

Die Fortpflanzung der Streuung auf einen abgeleiteten Wert geschieht wie folgt: Ist
c¢= f(ay,...,a,) eine von n a; mit bekannten o,, abhingige Grofe, gilt

o, = \12 (%)2(;;. (6.9)

Auch dieser Beziehung liegt die Annahme normalverteilter Fehler zugrunde. Fiihrt
man diese Streuungsfortpflanzung mehrfach hintereinander aus, liegen aber nur we-
nige Basisgrofsen zugrunde, so kann es passieren, dafl die Streuung zu hoch geschétzt
wird, da sich die Fehler ein und derselben Grofe in fortgesetzter Verkniipfung eli-
minieren konnen, die Streuungsberechnung diese Ausloschungseffekte jedoch nicht
beriicksichtigt und das Ergebnis schlechter bewertet wird, als es tatséchlich ist. Dies
wird hier in Kauf genommen. Dementsprechend sind die weiter abgeleiteten Grofien
wie Impulse und Reibwerte auch mit grofleren Streuungen behaftet.

In allen Ergebnisdiagrammen in den Abschnitten 6.2 und 6.3 sind zu allen Mefer-
gebnissen Streuungsbalken mit dem Bereich +o eingetragen.

Zusétzlich zu den im Abschnitt 6.1.1 bereits dargestellten Grofen wurden die fol-
genden weiteren Auswerteschritte durchgefithrt (Die Streuungsfortpflanzung geméif
Gleichung (6.9) ist hier aus Platzgriinden nicht dargestellt):

Dimensionslose Geschwindigkeiten:

vl‘ UCE
UyA UyA
Normaler Stofskoeffizient:
ey = —E (6.11)
UyA
Tangentialimpuls (Mittelwertbildung):
1 J
AT = 5 (m(vxE — UxA) + ;(WE - CUA)> (612)
Dimensionslose Impulse:
Ar
Ay =1 A= — 6.13
N ten T — (6.13)
Mittlere Tangentialgeschwindigkeit:
1
Umitt = i(va + Uga) (6.14)
Mittlerer Reibwert:
A*
- (6.15)

e
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6.2 Zentrale Stofle

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der zentralen Stoflversuche dargestellt. Es
wurden insgesamt vier verschiedene Wurfkorper verwendet, die mit unterschiedlichen
Kontaktpartnern in Kollision gebracht wurden. In Tabelle 6.1 sind die Wurfkérper
mit ihren wichtigsten Eigenschaften zusammengestellt.

Tabelle 6.1: Eigenschaften der verwendeten rotationssymmetri-
schen Wurfkorper

Material Radius [mm] Masse [g] Trigheit [kgmm? Partner

PVC 27 58 20 Melamin
Teflon 27 90 30 Melamin
Gummi 30 66 25 Melamin
Stahl ® 30 142 85.7 Stahl, Alu

@ Scheibe, aus einem Gummiball herausgeschnitten
b Stahlring auf einem PVC-Grundkdrper

Die Ergebnisse werden fiir alle Kontaktpartner getrennt, aber in gleicher Form dar-
gestellt. Abgesehen von Sonderdarstellungen, die an der Stelle ihres Auftretens er-
lautert werden, werden folgende Darstellungsweisen gewéhlt:

1. Die ermittelte Stolzahl ¢ als Betrag des Verhéltnis von gy zu gy 4 wird dar-
gestellt iiber der Normalgeschwindigkeit gy 4 vor dem Stof. Ziel dieser Darstel-
lung ist es, eine gegebenenfalls vorhandene Abhéngigkeit der Stofszahl von der
Stoflgeschwindigkeit zu erkennen. Es ist jeweils eine Trendlinie eingezeichnet,
die mit einer Fehlerbetrags-Minimierung gebildet wurde (Bilder A.1, A.6, A.7
und A.9).

2. Die dimensionslose tangentiale Relativgeschwindigkeit y7g nach dem Stoff wird
iiber der tangentialen Relativgeschwindigkeit v vor dem Stofs aufgetragen. Pro-
totyp dieser Diagramme ist Bild 4.4. Es ist ein Schliisseldiagramm, mit dem
die Vorhersagbarkeit der Stofexperimente durch das Impulsstofmodell gezeigt
werden kann (Bilder 6.3, A.3, 6.5, A.8, 6.9, A.10 und 6.12). Mit der Kenntnis
der StoRzahl €y kann man aus diesem Diagramm auch g und e7 identifizieren.
Die daraus resultierenden Vergleichskennlinen sind ebenfalls eingezeichnet.

3. Der dimensionslose tangentiale Gesamtimpuls A} wird aufgetragen iiber der
tangentiale Relativgeschwindigkeit 7. Auch dieses Diagramm eignet sich gut,
die Giiltigkeit des Stolgesetzes zu verifizieren. Prototyp ist das Diagramm in
Bild 4.5 (Bilder A.2, A.4, 6.6, 6.10 und A.11).

4. Das Verhéltnis von Tangentialimpuls zu Normalimpuls ist ein Mafs fiir die
Reibungsverhiltnisse wiahrend des Stofses. Es wird {iber der mittleren Tangen-
tialgeschwindigkeit (vy,;4) aufgetragen (Bilder 6.4, A.5, 6.7, 6.11 und A.12).
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Da die Darstellung aller Bilder im Text zuviel Platz bendtigen wiirde und dabei die
fliissige Lesbarkeit des Textes verloren ginge, sind nur die wichtigsten Diagramme
im Text dargestellt. Die weiteren befinden sich im Anhang A.

Im Anschluf an die Darstellung der Ergebnisse wird noch das Phdnomen von Reib-
werten grofier als eins diskutiert.

6.2.1 Stoflversuche mit dem PVC-Wurfkorper

Die Abhéingigkeit der Stofzahl ey von der Stofigeschwindigkeit ist beim Stofpaar
PVC-Melamin nur gering ausgeprigt (Bild A.1).
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Bild 6.3: Tangentiale Relativgeschwindigkeit PVC

Die Tangentialgeschwindigkeiten im Bild 6.3 zeigen in ausgepriagter Weise das Ver-
halten eines tangentialplastischen Stofses mit e = 0. Der zweite und der vierte
Quadrant sind leer, es findet keine Umkehrung der tangentialen Relativgeschwin-
digkeit statt. Im Bereich um v = 0 befindet sich der Haftbereich. Bei Stofen in
diesem Anfangsgeschwindigkeitsbereich reicht die Reibkraft aus, um den Korper im
Stofkontakt so abzubremsen, dall am Stolende im Kontaktpunkt die Rollbedingung
gilt. Ist die Relativgeschwindigkeit vor dem Stofs grof genug, wird diese nur verrin-
gert und der Korper verlafit den Kontakt gleitend. Die Ergebnisse der Versuche, bei
denen dieses Phinomen auftrat, liegen auf den Geraden, die mit der Steigung eins
durch den ersten und dritten Quadranten verlaufen. Die Vergleichskurve wurde mit
den Stofparametern ey = 0.68, e = 0.0 und g = 0.05 berechnet. Diesen Vergleichs-
geraden liegt die Annahme zugrunde, dafs fiir alle Stofse die gleichen Stofparameter
gelten.
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Den normalen Stofkoeffizienten kann man aus Bild A.1 gewinnen. Dafs e = 0 gilt,
erkennt man daran, daf die Punkte im Haftbereich auf der y-Achse in Bild 6.3
liegen.

Man weifs nun, dafs die Stofse mit stindigem Gleiten immer auf Geraden mit der
Steigung eins liegen miissen. Legt man durch diese Punkte eine Ausgleichsgerade,
kann man deren Schnittpunkt mit der v-Achse bestimmen und dort 7vgen. ablesen,
das fiir den positiven und den negativen Ast den gleichen Betrag haben sollte. Aus
Tabelle 4.1 entnimmt man Yge,, = —pl'(1 + ey). ey ist bereits bekannt, I' eine
reine Massen- und Geometriegrofie, die fiir den Wurfkorper feststeht. Somit 145t sich
aus der Bedingung fiir v,c,, der Reibwert ;1 bestimmen. Fiir den PVC-Wurfkérper
gilt I' = 3.11. Mit den Ausgleichsgeraden wurde 7gpen, ~ 0.26 bestimmt, daraus
folgt p = 0.05. Inwieweit ein nicht fiir alle Versuche gleiches p diese Identifikation
verfilschen kann wird im Abschnitt 6.2.4 gezeigt.

In Bild A.2 sind die tangentialen Stofimpulse A% iiber der Relativgeschwindigkeit
v aufgetragen. Da der dimensionslose Normalimpuls immer A}, = 1 + ey betrégt,
stellen der linke und der rechte horizontale Ast den Tangentialimpuls an der Haft-
grenze dar. Im Ubergangsbereich wird nur der Teil des iibertragbaren Impulses aus-
geschopft, der tatsdchlich benotigt wird um Haften zu erreichen.
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Bild 6.4: Reibverhaltnisse PVC

Der Grund fiir die zunehmende Abweichung der gemessenen Impulse von den theo-
retisch berechneten fiir grofere Geschwindigkeiten v wird beim Blick auf Bild 6.4
erklarbar: Dort ist das Verhiltnis des Tangential- zum Normalimpuls aufgetragen.
Dieses Verhéltnis ist ein Maf fiir die Reibverhéltnisse, die wihrend des Stofses herr-
schen und wird mit pu* bezeichnet. Aufgetragen ist p* {iber der mittleren tangentia-
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len Relativgeschwindigkeit. Bei geringen Geschwindigkeiten, die zu Haften fiihren,
schwankt p* zwischen einem Minimal- und einem Maximalwert, der dem Haftreib-
wert entspricht. Im Bereich des Gleitens ist zu beobachten, daff y* bei zunehmen-
der mittlerer Relativgeschwindigkeit kleiner wird. Hier spiegelt sich eine klassische
Reibkennlinie wider, die bei zunehmender Reibgeschwindigkeit einen zunéchst ab-
fallenden Reibkoeffizienten zeigt.

Zusammenfassend kann man folgendes feststellen:

e Der Kontakt PVC-Melamin zeigt nur eine geringe Abhéngigkeit der normalen
Stoflzahl ey von der Kollisionsgeschwindigkeit.

e Es treten keine tangentialreversiblen Effekte auf.

e Der Haftreibkoeffizient liegt bei ca. 0.05, bei hoheren Geschwindigkeiten sinkt
er bis auf 0.04 ab.

e Die Stofe lassen sich mit dem Impulsstofigesetz gut vorhersagen.

6.2.2 Stoflversuche mit dem Teflon-Wurfkorper

Mit dem Teflon-Wurfkérper wurden alle Stofe mit der gleichen normalen Kollisions-
geschwindigkeit durchgefiihrt. Deshalb ist das Stofzahl-Diagramm nicht aussage-
kraftig und es wird auf die Darstellung verzichtet. Der StoRkoeffizient ergibt sich zu
ey = 0.68. Aus dem Relativgeschwindigkeits-Diagramm (Bild A.3) 148t sich, analog
zum Verhalten von PVC ein komplett tangentialirreversibler Stoff mit x = 0.06 ab-
lesen, wobei aufgrund der geringen Zahl von Messungen hier eine groffe Unsicherheit
verbleibt. Die Tangentialimpulse verhalten sich ebenfalls so, wie es bei den identifi-
zierten Stofkoeffizienten zu erwarten ist (Bild A.4). Wie man in Bild A.5 erkennen
kann, hat auch die Paarung Teflon-Melamin eine fallende Reibkennlinie.

Zusammenfassend kann man feststellen, dafs sich die Wurfkérper aus PVC und Tef-
lon bis auf kleine Schwankungen in den StofRkoeffizienten identisch verhalten Es
findet bei diesen Paarungen ein tangentialplastischer Stofd statt. Dieser ist hier auch
identisch zum reinen Reibstof.

6.2.3 Stoflversuche mit dem Gummi-Wurfkorper

Wie auch schon im Kapitel 5 beschrieben, war eines der Hauptziele dieser Arbeit,
tangentialreversible Stofse zu untersuchen. Von vornherein war bekannt, dafl diese
Art von Stofen bei Gummikorpern auftreten kann.

Zunichst ist in Bild A.6 die Abhéngigkeit des Stoflkoeffizienten €y von der norma-
len StoRgeschwindigkeit dargestellt. Hier ist ein deutlicher Trend zu erkennen: Die
Stoflzahl verringert sich von 0.8 bei geringen bis zu 0.6 bei groflen Stofsgeschwin-
digkeiten. Die Ursache dafiir ist, daff der Gummi des Wurfkorpers bei schnellen
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Bild 6.5: Tangentiale Relativgeschwindigkeit Gummi

Kollisionen stirker zusammengedriickt wird und dadurch eine grofere Abplattungs-
fliche entsteht. Dadurch kann mehr Energie in innerer Reibung dissipiert werden.
Als Wert zur Berechnung der Vergleichskurven in den weiteren Diagrammen wird
en = 0.75 gewihlt.

In Bild 6.5 ist die tangentiale Reversibilitit deutlich erkennbar. Von wenigen Aus-
nahmen abgesehen, wurden nur Sto6fe mit negativer Relativgeschwindigkeit vor dem
Stofl durchgefiihrt. Die tangentiale Expansionsgeschwindigkeit zeigt immer einen
Vorzeichenwechsel. Den Stofkoeffizienten ¢ kann man in der Umgebung des Ur-
sprungs bestimmen, dort befindet sich der Bereich A geméf Tabelle 4.1. Man legt
eine Ausgleichsgerade durch die Mefpunkte und bestimmt deren Steigung, die ge-
méfl Stofmodell —eyer betragen mufs. Da ey bereits bekannt ist, kann e = 0.9
bestimmt werden. Zur Identifikation von u eignet sich der Schnittpunkt Ysepnin €i-
ner Ausgleichsgeraden fiir die weiter links liegenden Punkte mit der y-Achse. Dieser
liegt immer im Bereich des Falls B2. Aus der Gleichung fiir 775 in diesem Bereich
ergibt sich 11 = Ysennite/(D(1 + en)). FUr vsennie = 6.5 kann man mit I' = 3.376 fiir
den Gummiwurfkoérper p &~ 1.1 berechnen.

Der auffillige Unterschied in der Grofe der Fehlerbalken fiir verschiedene Werte
von vy lafit sich wie folgt erkldaren: Die Wiirfe mit besonders grofler Relativgeschwin-
digkeit (weit links in Bild 6.5) wurden mit sehr geringer Anfluggeschwindigkeit auf
kurzem Anflugweg mit hoher Blitzfrequenz aufgenommen. Dadurch erhéhen sich die
statistischen Fehler.

Im Bild 6.5, wie auch im Bild 6.6 sind jeweils zwei Vergleichskurven zu theoretischen
Modellen eingetragen. Die mit ,,Theorie alt“ bezeichneten Kurven entstehen, wenn
man das Stofmodell aus [22] verwendet. Die Kurven ,Theorie neu“ entstehen, wenn
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man das Stolgesetz aus Abschnitt 3.6 verwendet, das in Gleichung (3.26) die Grofe
greo einfithrt. Dadurch verschwindet der kurze horizontale Abschnitt in der Ver-
gleichskurve bei 77 = 0. Bei einem 7 von ungefihr eins fillt dieser Unterschied
kaum auf, in den Abschnitten, in denen die Ergebnisse fiir den Stahlwurfkorper
vorgestellt werden (6.2.4 und 6.2.5), ist er deutlicher.
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Bild 6.6: Tangentialimpuls Gummi

Die Tangentialimpulse (Bild 6.6) zeigen ebenfalls eine gute Ubereinstimmung zwi-
schen Rechnung und Messung. Auch hier scheint die ,,Theorie neu“ die Versuchser-
gebnisse besser erklaren zu kénnen.

Ein besonders beachtenswertes Ergebnis ist in Bild 6.7 dargestellt: Der Reibkoeffizi-
ent p* erreicht Werte, die grofer als eins, bis hin zu 1.2 sein kdnnen. Die Oberfliche
des Stofskdrpers ist so rauh, dafl derartige Werte auch plausibel erscheinen. Der
Beweis in Abschnitt 6.2.6 zeigt, daff damit auch wihrend des Stofles ein aktueller
Reibwert dieser Grofle geherrscht haben muf.

Zusammenfassend kann zu den Stoflversuchen mit dem Gummiwurfkoérper folgendes
gesagt werden:

e Die Stofizahl in Normalenrichtung hiangt in starkerem Mafl von der Kollisions-
geschwindigkeit ab, als es bei starren Wurfkérpern der Fall ist.

e [s zeigt sich ein ausgeprigtes tangentialreversibles Verhalten mit ep = 0.9.
e Es treten bei dem verwendeten Stofmaterial Reibkoeffizienten von p > 1 auf.

e Das ImpulsstoRgesetz kann den StoR gut nachbilden. Die bessere Ubereinstim-
mung durch die Modifikation mit §rgq ist hier erkennbar.
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Bild 6.7: Reibverhaltnisse Gummi

Zum Abschlufs dieses Abschnitts soll noch ein Beispiel dafiir gezeigt werden, welche
eigenartigen Flugbahnen auftreten konnen, wenn Gummikdrper Stéfle mit starken
tangentialreversiblen Effekten durchfiihren. Ein spektakuldres Beispiel ist in Bild
6.8 (Negativ) dargestellt.

Bild 6.8: Flugbahn des Gummiwurfkorpers bei extremer negati-
ver Relativgschwindigkeit vor dem Stof.

Der Wurfkérper fliegt von links heran und hat im Stofmoment eine Schwerpunkts-
geschwindigkeit von 5 m/s horizontal und 4 m/s senkrecht nach unten. Die Winkel-
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geschwindigkeit des Korpers betrigt 40 U/s im Gegenuhrzeigersinn. Damit ergibt
sich eine tangentiale Relativgeschwindigkeit im Kontakt von ca. 12.5 m/s.

Diese Ausgangskonfiguration fiithrt im ersten Stofl zu zwei Konsequenzen: Erstens
kehrt sich die Richtung der Schwerpunktsbewegung um, der Korper fliegt in Wurf-
richtung zuriick und zweitens rotiert der Kérper — bedingt durch den tangentialre-
versiblen Stofl — danach in entgegengesetzte Richtung.

Im zweiten Stofl kehren sich die Verhéltnisse erneut um: Bedingt durch den grofien
Drall fliegt der Korper wieder in die urspriingliche horizontale Flugrichtung und
auch die Rotation findet wieder im Uhrzeigersinn statt. Nach einer langgestreckten
Parabelflughahn kénnte erneut ein derartiges Stofspaar auftreten.

6.2.4 Stoflversuche Stahlwurfkorper auf Stahl

Nach den etwas ,exotischen Materialpaarungen in den Abschnitten 6.2.1, 6.2.2 und
6.2.3 sollen zwei technisch relevante Stoflpartner untersucht werden: Im folgenden
der Stof eines Stahlwurfkoérpers auf eine Stahlplatte und im Abschnitt 6.2.5 der Stof}
desselben Korpers auf eine Aluminiumplatte.

Auch beim Kontakt Stahl-Stahl zeigt sich eine Abhéngigkeit der Stofszahl e5 von
der Kollisionsgeschwindigkeit; sie schwankt zwischen 0.7 und 0.8 (Bild A.7). Fiir die
Vergleichsrechnungen wird x5 = 0.75 verwendet.

Die tangentiale Relativgeschwindigkeit ist in zwei Diagrammen dargestellt: In Bild
A.8 ist der gesamte Verlauf zu sehen und in Bild 6.9 eine Ausschnittvergrofferung.

Aus der Steigung in der Nihe des Ursprungs kann man e = 0.25 identifizieren. Der
Schnittpunkt der Geraden fiir kleine Gleitgeschwindigkeiten ermd&glicht mit I' = 2.49
fiir den Stahlwurfkorper die Bestimmung von p = 0.14.

In Bild 6.9 ist im Bereich —0.6 < v < —0.4 erkennbar, daf sich das modifizierte
Modell mit grgy dem Modell ohne diese Verschiebung der Kennlinie als {iberlegen
zeigt. Fin Bereich der tangentialen Relativgeschwindigkeit vor dem Stoff, bei dem
reines Haften herrscht, eingeschlossen von einem tangentialreversiblen und einem
reinen Reibbereich, ist auch physikalisch unanschaulich.

Die Darstellung der Tangentialimpulse, dargestellt in Bild 6.10, zeigt im Bereich A
(vgl. Tabelle 4.1) eine gute Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Messung.

Im Bereich des reinen Gleitens wird die Ubereinstimmung bei zunehmender Rela-
tivgeschwindigkeit schlechter. Die Ursache wird bei der Betrachtung von Bild 6.11
deutlich: Hier wird eine Reibkurve p*(v,¢;) sichtbar. Der Reibwert schwankt im Gleit-
bereich zwischen 0.14 fiir kleine und 0.08 fiir groffe Relativgeschwindigkeiten. Da die
Vergleichskurven immer mit einem konstanten p = 0.14 berechnet wurden, ist die
hiermit Diskrepanz leicht zu erklaren.

Zusammenfassend kann zu den Stofen Stahl-Stahl gesagt werden:

e Es ist eine geringe Abhéngigkeit der Stoflzahl £y von der Kollisionsgeschwin-
digkeit gegeben.
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Bild 6.10: Tangentialimpuls Stahl-Stahl

e Auch beim Kontakt Stahl-Stahl treten tangentialreversible Effekte auf!

e Bei diesem Stoff mufl die starke Abhingigkeit des Reibwertes p von der tan-
gentialen Relativgeschwindigkeit beriicksichtigt werden.
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Bild 6.11: Reibverhéltnisse Stahl-Stahl
6.2.5 Stoflversuche Stahlwurfkorper auf Aluminium

Der Stof Stahl-Aluminium stellt ebenfalls eine technisch relevante Materialpaarung
dar. Zur Durchfiihrung dieser Stofe wurde der Stahlwurfkérper auf eine Alumini-
umplatte geworfen.

Die Abhéngigkeit von €y von der Kollisionsgeschwindigkeit ist nur gering ausgeprégt
(Bild A.9). Als Mittelwert zur Erzeugung der Vergleichskurven wurde ey = 0.75
gewihlt.

Die tangentiale Relativgeschwindigkeit v ist in zwei Bildern dargestellt: in einer
Ausschnittvergrofierung (Bild 6.12) und einer Gesamtansicht (Bild A.10). Aus der
Steigung der yrgp-Kurve identifiziert man ey = 0.25 und g = 0.18. In Bild 6.12 ist
deutlich zu erkennen, dafl das in dieser Arbeit vorgestellte Impulsstoigesetz auch
den Ubergangsbereich vom reversiblen Stof zu reinem Gleiten —0.8 < v < —0.4 gut
beschreiben kann.

Die zunehmende Diskrepanz zwischen Rechnung und Messung fiir grofsere Relativ-
geschwindigkeiten v in den Bildern A.10 und A.11 liegt auch bei dieser Material-
paarung in der fallenden Reibkennlinie begriindet. In Bild A.12 zeigt sich, dafl u*
zwischen 0.2 an der Haftgrenze und 0.1 bei grofen Gleitgeschwindigkeiten schwanken
kann.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dafs sich die Stofle des Stahlwurfkorpers
auf eine Aluminiumplatte dhnlich verhalten wie die auf eine Stahlplatte. Die norma-
len und tangentialen StoRkoeffizienten sind gleich, der Reibwert um ca. 30% hoher.
Die Ubereinstimmung Rechnung-Messung ist gut und kann durch Einfiihrung eines
geschwindigkeitsabhédngigen p noch verbessert werden.
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6.2.6 Der Reibwert

Bei den Versuchen mit dem Gummiwurfkérper wurden Impulsverhéltnisse

= |p*| > 1

A*
‘ T (6.16)

Ax

gemessen. An dieser Stelle soll geklidrt werden, welche Riickschliisse damit auf den
Reibkoeffizienten p wihrend des Stofles gezogen werden kénnen. Dazu wird die Reib-
funktion pp(t) = Ar(t)/An(t) definiert, die den aktuellen Reibbeiwert wéihrend des
Stofes beschreibt. Herrscht zu einem Zeitpunkt ¢ Gleiten, ist pr(t) = u(v,pe) Wih-
rend Haftphasen wird —po < p(t) < po gelten, je nach der Grofe der Zwangskraft
Ar(t).

Die StoRimpulse A* stellen die Integrale der Krifte A(¢) iiber der Stofzeit ¢ dar.
Somit gilt:

/MT(t))\N(t) dt = /)\T(t) dt = Ap = Ay = u*/)\N(t) di (6.17)

Wichtig sind das erste und das letzte Glied dieser Gleichungskette. Da bei einem
sinnvollen Stof immer Ay (f) > 0 gilt, kann man mit dem Mittelwertsatz der Inte-
gralrechnung folgende Aussage treffen (siehe [46], S. 165): Die Reibfunktion ur(t)
erreicht zu mindestens einem Zeitpunkt wihrend des Stofles den Wert p*. Ist dieser
Wert grofler als 1, heifit das, dafl wihrend des Stofles tatsdchlich auch ein Reibwert
grofer als 1 aufgetreten ist.
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6.3 Exzentrische Stofle

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Stofsversuche mit dem exzentrischen
Wurfkorper dargestellt. Es wurden nur Versuche mit dem in Bild 5.2 dargestellten
Gummiwurfkorper durchgefiihrt. Griinde dafiir waren:

e Die Untersuchung tangentialreversibler Effekte ist Schwerpunkt dieser Arbeit,
sie treten bevorzugt bei Gummiwurfkérpern auf.

e Gummi hat einen besonders grofien Reibkoeffizienten. Dieser ist Voraussetzung
dafiir, dafs die Reibeffekte bei dieser Stoflart gut hervortreten.

e Rutscht ein exzentrischer Wurfkérper beim Stofl weg, wird in der Regel kein
richtiges Abheben mehr stattfinden konnen. Er bleibt gegebenenfalls liegen
oder wird erneute Stofe an anderen Stellen des Korpers ausfithren. Diese Fille
sind mit dem verwendeten Meflverfahren nicht auswertbar.

Exzentrische Stofle lassen sich, im Gegensatz zu zentralen Stofen, nicht durch eine
Variation einer einzigen Grofe wie v beschreiben. Deshalb wird bei der Versuchs-
planung wie auch bei der Auswertung ein anderer Weg beschritten: Es wird eine
Serie von Wiirfen mit folgenden Anfangswerten durchgefiihrt: Die Schwerpunkts-
geschwindigkeit des Wurfkorpers betragt in Tangentialrichtung 4 = 3 m/s und
in Normalrichtung §4 = —3.5 m/s. Die Winkelgeschwindigkeit wird so eingestellt,
daf bei senkrechtem Auftreffen mit & = 0 gra = 0 gilt (keine tangentiale Rela-

tivgeschwindigkeit im Stofkontakt). Dies wird mit wq = —&4(R + rgps) erreicht
(Rollbedingung).
Ve
L] a L]
y n 2
Q
X §/A<0 4
AN

Bild 6.13: Geometrie- und Kinematikgréfen zur Auswertung des
exzentrischen Stofes

Bei der durchgefithrten Versuchsreihe wird der Auftreffwinkel o (sieche auch Bild
6.13) von ca. -20° bis 35° variiert. Grofere Winkel fithren dazu, daf nach diesem
ersten Stofs ein weiterer Stofl an der benachbarten ,Ecke” des Wurfkorpers auftrat.
Mit dem verwendeten Mefverfahren sind derartige Versuche nicht auswertbar.

Der verwendete Wurfkérper hat folgende Massen- und Geometrieeigenschaf-
ten (zur Bedeutung siehe Abschnitt 4.2.2): Masse m = 40 g, Trigheitsmoment



128 6 Auswertung der Stofsversuche

J = 9600 gmm?, Rundungsradius R =5 mm und Abstand des Rundungsmittel-
punktes zum Schwerpunkt rgy, = 25 mm. Die Kennzahlen des Stofles wurden in
guter Ubereinstimmung mit den Ergebnissen fiir den zentralen StoR mit ¢ = 1.1,
ey = 0.8 und e = 0.8 identifiziert. Die Wahl des Reibwertes erweist sich hier als
nebenséchlich, da bei allen hier vorgestellten exzentrischen Stofsen Haften vorliegt
und g nur grofs genug sein mufs, um dies zu gewéahrleisten.
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;‘GEJ “ XXXX)ZK X X %
. %
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= x X *
1r X.F |
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I‘ | I I I

Auftreffwinkel o in grad
Bild 6.14: Normale Schwerpunktsgeschwindigkeit nach dem Stofs

In Bild 6.14 sind die normalen Abhebegeschwindigkeiten 7 dargestellt. Uber dem
Auftreffwinkel « sind die Ergebnisse der Wurfversuche dargestellt. Die Markierun-
gen in Form eines + mit den Fehlerbalken stellen die Mefsergebnisse der einzelnen
Versuche dar wobei als Bandbreite die +10-Streuung eingetragen ist. Die Kreuze in
Form eines x stellen die Vorhersage mit dem Impulsstofigesetz dar. Eingangsgrd-
Re fiir die Berechnung waren die Gréfen x4, ¢4, wa und a aus der Messung der
Flugbahn vor dem Stof. Bei jedem Winkel a sind demnach je ein Mefwert und ein
berechneter Wert eingetragen.

Mit einer gestrichelten Linie ist in den Bildern die Kurve eingetragen, die entstehen
wiirde, wenn die Anfangsbedingungen der Stofse genau den Vorgaben entsprochen
hitten. Da die Wurfmaschine jedoch eine gewisse Streuung bei der Verwirklichung
der geforderten Anfangsbedingungen aufweist, liegen die Mefswerte und die jeweils
zugehorigen berechneten Werte etwas abseits dieser Kurve. Wichtig zur Bewertung
der Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Messung ist nur der Vergleich der
jeweiligen + mit dem zugehdrigen x, die Abweichung von der Kurve macht letztlich
eine Aussage iiber die Funktionsqualitiat der Wurfmaschine.
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Bild 6.15: Tangentiale Schwerpunktsgeschwindigkeit nach dem
Stofd

Beim Winkel o = 0°, was einem zentralen Stofl entspricht, ist die Abhebegeschwin-
digkeit 2.8 m/s, was bei der Anfluggeschwindigkeit von -3.5 m /s die normale Stofs-
zahl ey = 0.8 bestitigt. Bei Anflugwinkeln o« < 0° springt der Korper deutlich
flacher ab. Dieser Effekt spiegelt sich auch in den Bildern wieder, die die Geschwin-
digkeit in z-Richtung und die Winkelgeschwindigkeit zeigen (Bilder 6.15 und 6.16).
Bei @ = 0° dndern sich die Bewegungszustinde nicht: Der Korper fliegt mit er-
fiilllter Rollbedingung an, stoft ohne die Einwirkung eines Tangentialimpulses (Bild
A.13) und fliegt mit erfiillter Rollbedingung (Jr = 3 m/s und wg = —100 rad/s)
weiter. Springt bei negativen Werten von « der Koérper flacher ab, geht dies mit
einer deutlichen Beschleunigung der Tangentialgeschwindigkeit und auch der Win-
kelgeschwindigkeit einher. Bei Winkeln o < 20° kommt es zu gar keinem Abheben
des Korpers mehr. Insgesamt zeigt sich fiir den Bereich a@ < 0 eine gute Uberein-
stimmung zwischen Rechnung und Messung.

Im Bereich o > 0 spielen sich im wesentlichen die gegenteiligen Effekte ab wie im
zuvor beschriebenen Bereich. Die Normalgeschwindigkeit nimmt zu und die Tan-
gentialgeschwindigkeit ab. Im Grenzfall bei a@ &~ 35° verschwindet die tangentiale
Schwerpunktsgeschwindigkeit und der Wurfkorper fliegt, bereits mit einem Gegen-
drall versehen, senkrecht nach oben weg.

In Bild 6.16 kann man den Einflufl der tangentialen Reversibilitit erkennen: Hier
sind zusétzlich noch Vergleichsrechnungen mit einem * eingezeichnet, bei denen mit
er = 0 ohne tangentiale Reversibilitit gerechnet wurde. Man kann erkennen, dafl
sich die Messungen damit nicht richtig nachbilden lassen. Die tangentialreversiblen
Effekte spielen somit auch bei diesem Stofstyp eine wichtige Rolle.
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Bild 6.16: Winkelgeschwindigkeit nach dem Stof§

Die Bilder A.14 und A.13 zeigen die Impulse in normaler und tangentialer Rich-
tung wihrend des Stofles. Der Verlauf des Normalimpulses ist genau korreliert zur
Abhebegeschwindigkeit . Der Tangentialimpuls verschwindet, wenn o = 0 gilt.

Auffillig bei allen Ergebnisbildern ist die zunehmend schlechte Ubereinstimmung
der MefRergebnisse mit den Rechnungen fiir grofe Winkel «, insbesondere bei der
Abhebegeschwindigkeit 3z, was sich auch in der Energiedifferenz in Bild A.15 wider-
spiegelt. Bei diesen Stofen ist der Normalimpuls besonders grofs. Das hat folgende
Konsequenzen:

e Der StoR dauert linger. Es sind deutliche Anderungen des Winkels wihrend
des Stofses denkbar, die das Ergebnis nicht mehr mit dem Impulsstoffmodell
nachvollziehen lassen.

e Der Wurfkorper wird so stark elastisch verformt, daff man nicht mehr von dem
gleichen 5 ausgehen kann, wie bei anderen Stofkonfigurationen.

Zusammenfassend ldft sich feststellen: Bei den hier durchgefiihrten Stofsen steht
die ImpulsstoShypothese bereits auf wackeligen Beinen. Bei den zentralen Stofen
ist das nicht aufgefallen, da eine translatorische Verlagerung wihrend des Stofles
zu keiner Geometrieinderung gefithrt hat. Zudem ist bei den Ballscheiben, die fiir
die zentralen Stofsversuche verwendet wurden, die Kontaktsteifigkeit hoher, als bei
dem mit kleinerem Radius an den Ecken abgerundeten exzentrischen Wurfkorper.
Die Versuche untermauern die Stoftheorie, insbesondere die tangentialreversiblen
Effekte, zeigen aber zugleich die Grenzen des Impulsstofmodells auf.
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Kapitel 7

Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit ist es, einen Beitrag zum Verstdndnis und zur Modellierung von
Stofsprozessen in Mehrkorpersystemen zu liefern. Stofe treten immer auf, wenn Teile
eines Mehrkorpersystems untereinander oder mit einer inertialfesten Umgebung in
Kontakt kommen und dabei eine Relativgeschwindigkeit zwischen den Kontaktpart-
nern vorhanden ist. In der Mechanik ist der Begriff des Stofles eng mit der Vorstellung
einer unstetigen Geschwindigkeitsinderung verkniipft. Da in der Natur alle makro-
skopischen mechanischen Vorginge stetig verlaufen, treten derartige Ubergiinge nur
bei einer massendiskreten Modellierung der beteiligten Koérper auf. Insbesondere ist
dies der Fall, wenn man die Modellvorstellung , Starrkorper zugrunde legt.

Es gibt kein allgemeingiiltiges StoSmodell, das fiir alle Beriihrungsvorginge in Mehr-
korpersystemen gleichermaflen geeignet ist. Nach dem Modellierungsgrundsatz ,,so
einfach wie moglich, so kompliziert wie notig® muf je nach spezifischem Phanomen
ein geeignetes Modell ausgewahlt werden.

Bei sehr kurzen Stofizeiten kann die Weiterbewegung der stofsenden Teile wihrend
der Beriihrzeit vernachlissigbar sein und die im Kontaktpunkt auftretenden Kraft-
spitzen konnen die Betréige aller anderen eingepréigten Kréfte im System iibersteigen.
Unter diesen Bedingungen ist es moglich, ein sogenanntes Impulsstofigesetz zu ver-
wenden. Dabei la8t man in einem Grenzprozefl die Stofizeit verschwinden und geht
von unstetigen Geschwindigkeitsinderungen aus, die durch Kraftimpulse verursacht
werden. Diese Impulse entsprechen dem Integral der Kontaktkraftspitzen iiber die
Stofzeit.

Findet ein Sto an mehreren Stellen im System gleichzeitig statt, was immer der
Fall ist, wenn in einem System mehrere geschlossene Bindungen vorhanden sind,
kann die auf einen Zeitpunkt reduzierte Impulsstofsbeschreibung nicht mehr zuléssig
sein. Auch komplizierte Haft-Gleit-Ubergéinge in einem Kontakt konnen bereits ein
Modell, bei dem der Stof zeitlich aufgelost wird, notwendig machen. In dieser Arbeit
wird dazu ein Hybrides Stofmodell vorgestellt, das die Annahme konstanter Lagen
der am Stofs beteiligten Korper mit der Mdoglichkeit beliebiger zeitlich aufgeloster
Kontaktabfolgen verkniipft. Mit diesem Modell ist es auch moglich, den Einfluf ein-
geprigter Krifte zu beriicksichtigen, die die Grofsenordnung der Stofkontaktkrifte
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erreichen.

Die Stofimodellierung von elastischen Koérpern muff immer zeitkontinuierlich erfol-
gen, da die Speicherung und Entspeicherung von Energie nicht auf einen Punkt
konzentriert werden kann, sondern der gesamte Korper zu diesem Prozefs beitragt.
Besonders aufwendig wird die Beschreibung, wenn man die Wellenausbreitung in
den Korpern beriicksichtigen mufl, die zu vollig anderen Resultaten des Stofvor-
gangs fithren kann, als es mit den anderen Modellen vorhersagbar ist.

Schwerpunkt dieser Arbeit ist die Darstellung eines Impulsstofmodells, das einen
moglichst groffen Bereich von denkbaren Starrkorperstéflen abdecken soll. Insbe-
sondere werden die Vorgénge in Richtung der Stoftangente ausfiihrlich modelliert.
Dabei spielt nicht nur die Reibung eine Rolle, ohne die in Tangentialrichtung kei-
ne Krifte auftreten konnen, sondern auch sogenannte tangentialreversible Effekte.
Diese beschreiben, dafl wiahrend eines Stofses nicht nur in Normalenrichtung, son-
dern auch in tangentialer Richtung eine Umwandlung von kinetischer in potentielle
Energie stattfindet, die bei ihrer Riickumwandlung die Separation der Korper be-
ziehungsweise eine tangentiale Relativgeschwindigkeit herbeifiihrt.

Der Stofs teilt sich dabei — angelehnt an das Poisson’sche Stofsgesetz — in eine
Kompressions- und eine Expansionsphase auf. In der Kompressionsphase werden die
Kontaktpunkte so abgebremst, dafl keine weitere Anndherungsgeschwindigkeit mehr
vorhanden ist. Dabei konnen auch in der Tangentialrichtung Geschwindigkeitsiiber-
génge mit entsprechenden Reibphdnomenen stattfinden. Ein durch den Stofkoeffizi-
enten ¢ berechneter Anteil des Kompressionsimpulses wird in der Expansionsphase
wieder verwendet, um die Separation der Korper zu erreichen oder zumindest ein
weiteres Eindringen zu verhindern. Zusétzlich entspeichert sich ein Teil des Tangen-
tialimpulses, der durch die im Kontakt iibertragbare Reibung begrenzt wird. Dafiir
wird der tangentiale Stofkoeffizient e eingefiihrt. Somit ist auch in Tangential-
richtung eine Umkehrung der Relativbewegung moglich. Dieser Vorgang wird als
tangentialreversibler Stoff bezeichnet.

Das Gesetz ist auch auf Mehrfachkontakte anwendbar, da die Bewegungsidnderungen
iiber Impulsbilanzen fiir das Gesamtsystem berechnet werden und eine Formulierung
mit einseitigen Bindungen die Impenetrabilitit der beteiligten Kérper immer garan-
tiert.

Mit einer Versuchseinrichtung wurde das vorgestellte Stofsgesetz mit Experimenten
verglichen. Diese Anlage besteht einerseits aus einer Wurfmaschine, die scheibenfor-
mige Probekorper aus nahezu beliebigen Materialien auf eine Unterlage fliegen und
dort stofsen lafst und andererseits aus der zugehorigen Auswertetechnik. Die Bahn
des Wurfkorpers wird wiahrend der gesamten Flugphase mittels einer Stroboskopbe-
leuchtung fotografiert. Anhand der Auswertung dieser Fotos kann die translatorische
und rotatorische Geschwindigkeit des Kérpers vor und nach dem Stofl bestimmt wer-
den. Damit lassen sich die Stoffimpulse und die Reibkoeffizienten der Kontaktpartner
bestimmen.

Zentrale Stoflversuche wurden mit verschiedenen Materialpaarungen durchgefiihrt.
Die Stofse von PVC- und Teflon-Wurfkorpern auf eine Melamintischplatte zeigen das
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Verhalten eines reinen Reibstofles. Die Tangentialgeschwindigkeit im Kontakt wird
entweder bis hin zur Rollbedingung abgebremst oder der Kérper rutscht wihrend
des Stofles komplett durch.

Der Wurfkorper mit dem Stofbelag aus einem Gummiball zeigt ein ausgeprégtes
tangentialreversibles Verhalten. Reicht die Reibung aus, um Haften wéihrend des
Stofles zu gewihrleisten, wird die Tangentialbewegung nahezu vollstindig umge-
kehrt. Hier zeigen sich Effekte, die von sogenannten Superbillen bekannt sind. Fiir
den tangentialen Stofskoeffizienten konnten aus den Messungen Werte von 7 ~ 0.8
ermittelt werden; sie liegen damit in der gleichen Grofsenordnung wie der normale
StoRkoeffizient ¢ fiir diese Materialien.

Ein besonders interessantes Ergebnis dieser Arbeit ist, dafl tangentialreversible Ef-
fekte auch bei den technisch relevanten Materialpaarungen Stahl-Stahl und Stahl-
Aluminium auftreten. Diese Effekte sind nicht so ausgepréigt wie bei einem Gum-
mikorper, treten aber dennoch deutlich auf. Der tangentiale Stofkoeffizient liegt
fiir beide Materialpaarungen bei e7 =~ 0.25; zudem zeigt sich bei grofsen Relativge-
schwindigkeiten deutlich der Effekt der fallenden Reibkennlinie.

Mit einem dreieckférmigen Gummiwurfkérper wurden exzentrische Stofversuche
durchgefiihrt. Die Ergebnisse stimmen ebenfalls gut mit dem theoretischen Stoffmo-
dell iiberein. Die Stofkoeffizienten sind mit den Koeffizienten des zentralen Stofes
nahezu identisch. Somit scheint auch der tangentiale Stoffkoeffizient ein Material-
parameter zu sein. Bei den exzentrischen Stofen, bei denen ein besonders tiefes
Eindringen mit relativ langer Kontaktzeit auftritt, stimmen die Versuchsergebnisse
schlechter mit den theoretischen Berechnungen iiberein. Hier ist die Annahme der
konstanten Lagen wihrend einer vernachldssigbaren Stofzeit nicht mehr erfiillt. Da-
mit ist die Modellierung dieser Stofe mit dem Impulsstoigesetz offensichtlich nicht
mehr zuldssig.

Das in dieser Arbeit vorgestellte Stofmodell ist in der Lage einen weiten Bereich
von Stofien, wie sie in Mehrkorpersystemen auftreten, richtig zu beschreiben. Von
besonderer Wichtigkeit ist das Konzept des tangentialreversiblen Stofses, der auch
bei technisch relevanten Stoffpaarungen auftreten kann. Damit ist es moglich, Stoke
in Mehrkorpersystemen realistischer zu beschreiben, als es bisher der Fall war.
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Anhang A

Bildanhang

Auf den folgenden Seiten sind die Versuchsergebnisse in Bildern dargestellt, die im
Kapitel 6 erklart sind, dort aber keinen Platz fanden.

Zentrale Stoffversuche
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Bild A.1: Normale StoBzahl PVC
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