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Theorem (Hahn-Banach; geometrische Version). Sei X ein Banachraum, sei C ⊆
X eine abgeschlossene, nicht-leere, konvexe Menge, und x0 ∈ X \ C. Dann gibt es ein
x′ ∈ X ′ und ein ε > 0, so daß für alle x ∈ C

Re 〈x′, x〉+ ε ≤ Re 〈x′, x0〉.

(33) Sei X ein Banachraum, sei C ⊆ X eine abgeschlossene, konvexe Menge, und (xn)
eine Folge in C. Zeigen Sie: falls (xn) schwach gegen x ∈ X konvergiert, dann ist
x ∈ C.
Bemerkung: Eine konvexe Teilmenge eines Banachraums ist genau dann (norm-) abgeschlos-

sen, wenn sie schwach abgeschlossen ist. Mazurs Lemma: Zu jeder schwach konvergenten

Folge in einem Banachraum gibt es eine Folge von Konvexkombinationen dieser Folge, die

(norm-) konvergiert.

(34) Minimierung von konvexen Funktionalen. Sei X ein Banachraum. Eine
Funktion E : X → R ∪ {+∞} ist
(i) konvex, falls für alle x, y ∈ X und alle λ ∈ [0, 1]

E(λx+ (1− λ)y) ≤ λE(x) + (1− λ)E(y),

(ii) koerziv, falls für alle c ∈ R die Menge {E ≤ c} beschränkt ist,
(iii) unterhalbstetig, falls für alle c ∈ R die Menge {E ≤ c} abgeschlossen ist.
Zeigen Sie, daß auf einem reflexiven Banachraum X jede konvexe, koerzive, un-
terhalbstetige Funktion E : X → R ∪ {+∞} ihr Infimum annimmt, d.h. es gibt
ein x0 ∈ X , so daß

E(x0) = inf
x∈X

E(x).

(35) Dunford-Pettis Operatoren. Ein Operator T : X → Y zwischen zwei Ba-
nachrümen X und Y heißt Dunford-Pettis Operator, wenn er schwach konvergen-
te Folgen auf (norm-) konvergente Folge abbildet, d.h. falls für alle Folgen (xn)
in X und alle x ∈ X gilt:

xn ⇀ x ⇒ Txn → x.

Zeigen Sie: wenn X ein reflexiver Banachraum ist, dann ist jeder Dunford-Pettis
Operator T : X → Y kompakt (ein Operator T heißt kompakt, wenn das Bild
der Einheitskugel in X unter T relativ kompakt ist).
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(36) Banachlimes. Sei ℓ∞ = ℓ∞(N;R). Ein Funktional ϕ ∈ (ℓ∞)′ heißt Banachlimes,
falls gilt:
(i) ϕ ist positiv, d.h. ϕ(x) ≥ 0 für alle x ≥ 0.
(ii) ϕ ◦ L = ϕ, wobei L der Linksshiftoperator auf ℓ∞ ist.
(iii) ϕ(1) = 1.
Zeigen Sie:
(a) Jeder Banachlimes ϕ ∈ (ℓ∞)′ ist monoton, d.h. für alle x, y ∈ ℓ∞ gilt: x ≤ y

⇒ ϕ(x) ≤ ϕ(y).
(b) Für alle x ∈ ℓ∞ und jden Banachlimes ϕ ∈ (ℓ∞)′ ist |ϕ(x)| ≤ ϕ(|x|), wobei

|x| = (|xn|)n.
(c) Für alle x ∈ ℓ∞ und jden Banachlimes ϕ ∈ (ℓ∞)′ ist lim infn→∞ xn ≤ ϕ(x) ≤

lim sup
n→∞

xn.
(d) Es gibt keinen multiplikativen Banachlimes, d.h. für jeden Banachlimes ϕ ∈

(ℓ∞)′ gibt es x, y ∈ ℓ∞, so daß ϕ(x · y) 6= ϕ(x)ϕ(y).
(e) Es gibt einen Banachlimes.

Hinweis: Zeigen Sie, daß das Funktional p : ℓ∞ → R, x 7→ lim sup
n→∞

xn sublinear ist,

und setzen Sie das Funktional c → R, x 7→ limn→∞ xn mit dem Satz von Hahn-Banach

auf ℓ∞ fort.


