Prof.Dr.W.Timmermann
Institut fiir Analysis

Die folgenden zwei Kapitel iiberdecken in etwa den Stoff der entsprechenden Kapitel in der
Vorlesung “Mathematik fiir Physiker”. Sie haben Anleihen aus mehreren Standardwerken
zur Analysis. Sie tragen Skript-Charakter auch in dem Sinne, daf} sie nicht frei sind von
Fehlern und nicht alle Argumentationen/ Beweise ausgearbeitet wurden. Sie ersetzen weder
die Vorlesung, die Ubungen noch die zusitzliche Arbeit mit Biichern

11 Integration auf Untermannigfaltigkeiten des R”

11.1 Untermannigfaltigkeiten des R"

Ziel: Beschreibung von Flichen im R3 und ihren Tangentialebenen und Verallge-
meinerung auf den R". Hier werden nur sog. Untermannigfaltigkeiten des R™ be-
trachtet. Das geniigt fiir unsere Bediirfnisse. Fiir die allgemeine Relativitatstheorie
bendtigt man aber den allgemeinen Mannigfaltigkeitsbegriff, der abstrakter ist. Mit
den Kenntnissen in diesem Kapitel kann man ihn sich aber leichter erschliefien, als
ohne diese Kenntnisse.
Wir benutzen folgende Bezeichnung:
RE =RF x {0,...,0} ={y e R" : g1 = ... = y,, = 0}

n—k
Der Ubersichtlichkeit halber werden Vektoren vorerst in Zeilenschreibweise geschrie-
ben.

Definition 11.1 i) Seien U,V C R" offen. Eine Abbildung ® : U — V heifit
Diffeomorphismus, wenn ® bijectiv und ®, ®~! beide stetig differenzierbar
sind. (beachte: ® = (®y,...,D,), ®;(z) = ®i(z1, ..., x4)).

ii) Eine nichtleere Teilmenge M C R™ heifit k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des R™ (UM), wenn folgendes gilt.
Fiir alle a € M existieren:
- eine offene Umgebung U von a im R",
- eine offene Menge V' C R",
- ein Diffeomorphismus h : U — V mit

RUNM)=VNRE={yeV iy =..=y,=0}

Eine (n — 1)-dimensionale UM heifit auch Hyperfidche.
Eine k-dimensionale UM sieht also lokal wie ein (Stiick vom) R¥ aus.

Das Paar (h,U N M) nennt man auch Karte um a. Ein System von Karten, das M
iiberdeckt, heifit Atlas fiir M.

Bemerkungen 11.2 i) Da h ein Diffeomorphismus, hat die Funktionalmatrix

A1, oo, )

= (T, .eey Tn)
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den vollen Rang n, ist also invertierbar, hat also eine von Null verschiedene Deter-
minante.

ii) Wir werden hédufig von offenen Teilmengen einer UM M sprechen. Darunter ist
folgendes zu verstehen: Eine Teilmenge W C M heifit offen in M (manchmal auch:
relativ offen beziiglich M), wenn es eine in R" offene Menge V' gibt mit W = M NV.
Achtung: (relativ) offene Teilmengen von M sind i.a. keineswegs offene Teilmengen
des R™! Anders hingegen bei kompakten Mengen.

Man kann zeigen: eine Menge K C M ist kompakt (im Sinne relativ kompakt
beziiglich M) genau dann, wenn sie als Teilmenge des R™ kompakt ist.

iii) Wir werden hiufig stetige oder stetig differenzierbare Funktionen auf UM M
betrachten. Bei allgemeinen Mannigfaltigkeiten wiirde man diese Begriffe {iber Kar-
ten definieren (miissen). Hier reicht es, sich folgendes vorzustellen: die betreffende
Funktion f ist nicht nur auf M sondern noch in einer (R"- ) Umgebung von M
definiert und hat dann die betreffende Eigenschaft als Abbildung aus dem R” in R
oder in einen R’

iv) Wir benétigen spéiter noch den Begriff des Trigers einer Funktion f : R™ — R.
PSfrag 1“3p1aﬁeﬁmefﬁ}riﬂsger ist der Abschluss der Menge aller Punkte, auf der f nicht Null ist, d.h.

U supp f = {z € R™: f(z) # 0}
1%

M
UnM
Rk
]Rnfk
VNRE

h(a)

Abbildung 1: Veranschaulichung der Mannigfaltigkeitsdefinition

Beispiele 11.3 1. Sei f: (a,b) — R stetig diffbar. Dann ist der Graph von f

G(f) = {(z, f(z) : x € (a,0)}

eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R2.

Wie findet man h? Setze U = V = (a,b) x Rund h : U — V sei gegeben
durch: (x1, z2) — (x1, 29— f(x1)). Dann gilt also (1, x2) € G(f) = UNG(f) —
(71,0), dh. R(G(f)NU) =V NR{ = (a,b) (als Teilmenge des R? betrachtet);
h ist also die Projektion. Als Ableitung erhélt man:

B (21, 22) = <_f’1(x1) ?)

Also ist ' tatséchlich invertierbar und A ist ein Diffeomorphismus. Die Inverse
kann man leicht ausrechnen: h=*(y1,y2) = (y1,y2 + f(y1))

2. Die Verallgemeinerung des 1. Beispiels auf hhere Dimensionen:
Sei U’ C R¥ offen. f : U’ — R"* stetig diffbar. Dann ist der Graph von f eine
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k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™. Das sieht man analog zu oben.
Setze:

U=V =UxR"* h(z) = (21, ... 2, Thp1— f1(T1, o0 Ty ooy Tpo— froi (X1, oy T))
Hier erhélt man fiir die Ableitung:

W(z) = <_f’(mf,k---7$k) ]no—’“)

Wir werden im néchsten Satz zeigen, dass jede UM lokal durch den Graphen
einer Abbildung gegeben werden kann.

3. Die (n-1)dimensionale Einheitssphére
Spa={reR": |z’ =27 +...+22 =1}

ist eine Hyperflache im R™. Man kann dazu 2. benutzen.
Uberlegen Sie (Skizze benutzen), wie man im R? die Einheitskreislinie im Sinne
von 1. beschreiben kann. Wieviele lokale Darstellungen ben6tigt man?

Zur Formulierung des néchsten Satzes bendtigen wir einen Begriff, den wir schon
bei der Parameterdarstellung von Kurven benutzt hatten.

Sei T' C R¥ offen. Die Abbildung ® : T — R" heifit regulér, wenn ® stetig diffbar,
injektiv, @1 : ®(T) — T stetig und rang &' (z) = k fiir alle x € T..

Satz 11.4 Sei M C R",1 <k <n—1. Dann sind dquivalent:
i) M ist eine k-dimensionale UM;

it) M st lokale Nullstellenmenge (lokal durch Nebenbedingungen definiert; Dar-
stellung durch Gleichungen), d.h. fir alle a € M existiert offene Umgebung
U C R™ von a und eine Abbildung f : U — R % f = (f1,..., fa_r), stetig
diffbar, so dass

O(fry ooy fr—k)

rang f'(x) = rang Dtr 1) =n—k VeeU

und

MOU={zeU: f(x)=0,dh fi(z)=0,.., fuilz) =0}

iii) M ist lokal Graph einer Abbildung (Darstellung als Graph), d.h. fir alle a € M
gilt (nach geeignter Nummmerierung der Koordinaten): es existieren offene
Umgebungen
U' C RF von a := (a1, ...,a3); U" C R von @’ = (aps1...., a,) und eine
Abbildung g : U — U", stetig diffbar, so dass

MnU xU")={(,2")eU xU": 2" =g(2")} = G(g)

iv) Lokale Parameterdarstellung von M:
Fiir alle a € M existieren: eine offene Umgebung U C R™ von a, eine offene
Teilmenge T C R¥ und eine requlire Abbildung ® : T — R™ mit:
®(T) =UnN M. Die Abbildung ® oder deutlicher (®,T) heifit lokale Parame-
terdarstellung von M.



Beweis: i) = ii):

Seien U, V, h = (hq, ..., hy,) wie in der Definition der UM. Setzt man f := (hgy1, ..., hy) :
U — R** dann hat

Ohpir(x) . Ohwgi(w)
ox1 O0zn
Ohn(x) Ohn ()

den Rang n — k fiir alle z € U. Auerdem gilt:
MNU={z¢€U: hgi(x)="---= hy(zx) =0}

i) = iii):

Seien f,U wie in ii). Da f’(a) den Rang n — k hat, besitzt f’(a) n — k linear un-
abhéngige Spalten. Nach eventueller Umnummerierung seien das die hinteren. Das
bedeutet: mit den Bezeichnungen ' = (x1, ..., x%), 2" = (Tka1, ..., Tp) ISt

f(a) — O(f1, s fu—i)

0x"  O(Tps1, .., Tn)

(a)

invertierbar. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existieren mithin Umgebun-
gen U’ von o', U"” von a” und stetig differenzierbares g : U’ — U"” so dass

f(@' g(x') =0, Ve e U', dh. MNU = MN(U'xU") = {(2/,2") € U'xU" : 2" = g(2')}.

i) = iv):

Seien U',U", g wie in iii). Mit U := U’ x U",T := U’ und ®(2') := (2/, g(2")) folgt
sofort iv) (®(7') ist also gerade der Graph der Funktion/Abbildung ¢).

iv) = i):

Das ist der aufwendigste Teil, auch hier benétigt man wieder Satz iiber implizite
Funktionen/ lokale Invertierbarkeit.

Seien also U, T, ® wie in iv), ¢ € T mit ®(¢) = a. Da ® reguldr, kann man o.E.d.A.
annehmen, dass die ersten k Zeilen in ®'(c) (welches eben den Rang k hat) linear
unabhéngig sind.

Definiere nun

d: T x R"* — R" durch:

Dy (x) = Oy (2) (dh. Oy(z1,...,20) = Oy (21, ..., 1)),

Q:Dk(x) = Oy (2'),
Ppi1(7) i= Ppya (27) + Tpya,

O, () == (2) +
Dann erhilt man fiir alle z € T x R* % ;

P'(z) = (@’(:c')

0
[n—k

ist eine invertierbare Matrix, womit die lokale Invertierbarkeit von ® gesichert ist.
Damit existiert also eine offene Umgebung V; C T'x R"~* von (c,0),sodass ® : V; —
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® (V1) ein Diffeomorphismus ist. Da aber ®~1 : ®(T') — T stetig ist, ist V1N (T x {0})
offen und somit ®(V; N (T x {0})) relativ offen in ®(7"), d.h. es existiert eine offene
Menge U; C R™ mit

O(VIN(Tx{0})=d(T)NU;, =(MNU)NUj.

Setzt man nun U:=dV)NUNU, V=&Y U), h:= & U, dann sicht man,
dass (h,U) eine Karte um a ist.
|

Als néchstes wird der fundamentale Begriff des Tangentialraumes an eine UM in
einem Punkt a eingefiihrt. Die Wichtigkeit dieses Begriffes ergibt sich - grob gesagt
- aus der Bemerkung, dass der Tangentialraum das fundamentale lineare Objekt ist,
das der Mannigfaltigkeit zugeordnet wird. Es entspricht der Zuordnung: Abbildung
+— Ableitung der Abbildung in einem Punkt.

Definition 11.5 Sei M eine k-dimensionale UM des R",a € M.

Sei a : (—e,e) — M,a(0) = a eine stetig differenzierbare Kurve auf M durch a.
Dann heifit v = o/(0) € R™ Tangentialvektor an M im Punkt a. Die Menge aller
Tangentialvektoren an M in a wird mit 7, M bezeichnet und heifit Tangentialraum
von M in a. (Rechtfertigung des Namenteils “Raum” erfolgt sofort.)

Bemerkungen:

i) Man kann sich in der Definition auch auf glatte Kurven beschrénken, aber dann
ist der Nullvektor nicht in 7, M und man muss die Definition des Tangentialraumes
so fassen, dass eben auch der Nullvektor dazugehort.

ii) Ein beliebtes Verfahren, um Kurven auf Mannigfaltigkeiten zu erzeugen, besteht
darin, die Parameterdarstellung ® zu benutzen und eine Kurve C; C T mittels ¢
auf M zu transportieren: C = ®(C;)

iii) Beachten Sie (auch in Hinblick auf den nichsten Satz): Obwohl der Tangential-
raum einer k-dimensionalen UM sich als k-dimensionaler Vektorraum herausstellen
wird, sind seine Elemente Vektoren aus dem R", haben also n Komponenten (und
nicht k, wie man es bei den k-dimensionalen Standard-Vektorrdumen hat). Es ist
eben ein k-dimensionaler Unterraum des R™.

Hat man es mit abstrakten Mannigfaltigkeiten zu tun (die also nicht a priori in
einen R" eingebettet sind), dann ist der Tangentialraum einfach ein k-dimensionaler
Vektorraum und wird nicht als Unterraum betrachtet!

Satz 11.6 Sei M eine k-dimensionale UM des R".
i) T,M ist ein k-dimensionaler Unterraum des R".

ii) Sei @ : T — W C M eine lokale Parametrisierung, ¢ € T mit ®(c) = a. Dann

bilden die Vektoren
0o od

8_751(0 e ’8_tk(c)
eine Basis fir T, M.
ii1) Sei U C R™ eine offene Umgebung von a, fi, -, fao_r : U — R stetig diffbar

mait

MNU={zeU: f(x)=0,dh. fi(x)=0,.., fur(z) =0}



und

a(fla --wfn—k)

rang f'(x) = rang D) =n—k Vrel.

Dann gilt:

T.M = {v eR": (v,grad f;(a)) =0 fir alle j =1,---n — k}.

Beweis: Wir deﬁnieren die folgenden beiden k-dimensionalen Unterrdume von R":
E; - der von den 2 8t ,j =1, ..., k aufgespannte Unterraum,

(beachte: Parameterdarstellungen waren so definiert, dass diese k Vektoren immer
linear unabhéngig sind!), und

Ey={veR": (v,grad fi(a)) =0 fiir alle j = 1,---n — k}.

Wir zeigen: Fy C T,M C FE,. Aus der k-Dimensionalitat von Ey, E5 folgt die Gleich-
heit aller drei Mengen, womit der Beweis beendet ist.

i) Es gilt: £y C T, M:

Sei v = )\lg—fz(c) + - )\kg—g;(c) € FE; beliebig. Die Kurve « : (—¢,e) — M definiert
durch a(7) = ®(cy + M7, e + A7) erfiillt «(0) = &(¢) = a und &/(0) = v
(Kettenregel anwenden!), also v € T, M.

ii) Es gilt T,M C Es :

Sei v € T,M,v = a/(0), wobei a : (—&,e) — M eine Kurve durch a (a(0o) = a). Da
die Kurve in M verlduft, gibt es also ein €1 mit 0 < &1 < ¢, so dass f;(a(7)) = 0 fiir
1 <j <kund |7| < g1 (beachten Sie die Stetigkeit der involvierten Abbildungen
und die Offenheit der Mengen, die hier relevant sind!). Benutzt man die Kettenregel,
um an 7 = 0 nach 7 zu differenzieren, so erhélt man:

0 . .
0= Z 8£JZ = (grad f;(a),d/(0)) = (v, grad f;(a)), fir 1 <j <k.
Damit ist v € Ej. [ |

Bemerkung 11.7 Die unter iii) angegebene Charakterisierung des Tangentialrau-
mes kann man also auch so interpretieren: Die Vektoren grad f;(a) stehen orthogonal
auf T, M, liegen also im sogenannten Normalenraum.

Eine haufig anzutreffende Anwendung dieser Bemerkung ist folgende: Sei G C R"
und f : G — R eine stetig differenzierbare Funktion mit grad f # 0 in G. Dann sind
die Niveaumengen M, = {z € G : f(x) = ¢} (n-1)-dimensionale UM des R™ und
grad f steht auf M, orthogonal, ist also ein Vektor in Richtung der Normalen!

Wir werden mitunter auch von folgender Charakterisierung des Tangentialraumes
T.M Gebrauch machen, die direkt aus ii) folgt. Sei ® : T" — M, ®(t) = a eine
lokale Parametrisierung um a. Dann ist T,M = ®'(t)R*. Dazu beachte man, dass
374;(0) = ®'(c)e;, wobei die e; die Standardbasisvektoren im R* (jetzt natiirlich als
Spaltenvektoren geschrieben).



11.2 Erste Anwendungen

Mit diesem Abschnitt unterbrechen wir die Betrachtungen zu Untermannigfaltig-
keiten erst einmal und gehen auf zwei Anwendungen der bisherigen Begriffe ein:
Relative Extrema mit Nebenbedingungen und Inhalt von Flichenstiicken im R3.
Insbesondere letzteres wird im allgemeinen Kontext nochmals behandelt. Um aber
konkrete Beispiele und Ubungsméglichkeiten zu haben, wurde dieser Abschnitt ein-
gefiigt.

11.2.1 Relative Extrema mit Nebenbedingungen

Héufig besteht die Aufgabe darin, von einer Funktion f Extremwertstellen unter
zusétzlichen Einschrinkungen an die Koordinaten zu bestimmen. Man denke an
die physikalische Situation, dass ein System mit fester Energie vorliegt und dann
Funktionen der Koordinaten auf Extremwerte untersucht werden sollen. Diese Suche
findet dann auf den “Fldchen” konstanter Energie statt.

Die genaue Formulierung lautet wie folgt: Sei U C R™ offen, und seien f: U — R
und ¢ = (¢1, ..., ox) : U — R¥(k < m) Abbildungen.

Definition 11.8 Man sagt, an der Stelle z° € M := {z € U : p(x) = 0} liegt ein
lokales Minimum (Maximum) fiir die Funktion f unter der Nebenbedingung ¢ = 0
vor, wenn es eine Umgebung W von z° in M gibt, so dass f(z) > f(2°)( bzw.
f(x) < f(2%)) fiir alle z € W gilt.

Idee fiir Bestimmung der lokalen Extrema:

Wir betrachten Spezialfall: m = 2,k = 1, ¢p(x,y) = 0. Wenn man diese Gleichung
nach einer Variablen, etwa nach y, auflésen kann, y = h(x), dann kann man neue
Funktion betrachten: F'(z) := f(x, h(z)). Jetzt sucht man fiir F' auf iibliche Weise
ein lokales Extremum.

Das Problem ist, man miisste explizit auflosen konnen. Das ist nur selten moglich
und bei mehreren Nebenbedingungen sehr uniibersichtlich. Lagrange hat entdeckt,
wie man ohne Auflésung auf einfache Weise zum Ziel kommt.

Satz 11.9 (Multiplikatorenregel von Lagrange)

Sei f differenzierbar und ¢ = (o1, , k) stetig differenzierbar auf einer offenen
Menge U C R™. Ferne habe ¢’ in jedem Punkt der Nullstellenmenge

M ={z €U:p(x)=0} den Rang k. Dann gilt:

Ist 2° € M ein Extremalpunkt von f unter der Nebenbedingung ¢ = 0, so ist f'(z)
eine Linearkombination von ¢} (x°),- -, ¢ (2%), d.h. es existieren Zahlen Ay, - - Ay
(die sog. Lagrange-Multiplikatoren) mit

k k
F1@0) =) Ngh(a),  dho o grad f(2%) =) Ngradeg;(a®) (1)
i=1 =1

Bemerkung:

Bevor wir den Beweis fiithren, soll erldutert werden, welche Vorschrift sich aus diesem
Satz zur Bestimmung der extremwertverdédchtigen (kritischen) Punkte ergibt. Bilde
die Hilfsfunktion H

H(z, - p, Ay k) = f(@n, @) — Mgn(@n, oo ) — - = Aepn(@n, -, o).



Dann sucht man relatives Extremum von H als Funktion der x;, A;, d.h.
0OH oOH

=0,1<i:<n; — =
8@ - 8)\j

In konkreten Beispielen haben die \; oft konkrete Interpretation, héufig ist ihre ex-
plizite Bestimmung aber uninteressant und iiberfliissig zur Losung der Aufgabe.

Beweis: Wir haben schon im vorigen Abschnitt 11.1 betont, dass wegen der Be-
dingungen an ¢ die Menge M eine (n-k)-dimensionale UM des R" ist (die Rangbe-
dingung besagt u.a., dass keine der Nebenbedingungen iiberfliissig ist). Um (1) zu
zeigen, reicht es, folgende Implikation nachzuweisen:

fiir jedes v € R™ gilt ¢/ (2%)v = 0 = f'(2°)v = 0. (2)

Wieso zeigt das (1)? Sei E die Menge aller v mit ¢(2°)v = 0, d.h. die Vektoren
grad ¢;(2°) liegen im orthogonalen Komplement von E (und spannen dieses auf!).
Die Implikation (2) besagt, dass dann auch grad f(z") im orthogonalen Komplement
von E. Also muss grad f(2°) Linearkombination der grad ¢;(z°) sein.
Zeigen wir (2)! Aus Satz 11.6 iii) folgt: ¢'(2°)v = 0 bedeutet: v € T,o M. Es existiert
also eine Kurve o : I = (—¢,e) — M,a(0) = 2°,¢/(0) = v. Da f in 2° € M ein
relatives Extremun hat, hat auch die Funktion F : I — R : F(t) := f(«a(t)) an
t = 0 ein relatives Extremum, d.h. F’(0) = 0. Die Kettenregel liefert dann aber:
F'(0) = f/(z9)a/(0) = f'(2°)v = 0. Damit ist (2) bewiesen.

|

Beispiel:
Man bestimme das Maximum von f(z) = x1---x, auf der Menge M = {x € R" :
x4+ -x, = 1,x; > 0 Vi}. Hier ist also k = 1,p(z) = 21 + ... + &, — 1(= 0). Da

O(z) = (1,---,1) # 0 fir alle z, kann der Satz angewendet werden. Es existiert
also ein X : f'(2%) = A\¢/(2°), d.h. (wenn man %(mo) kompakt aufschreibt):

Of oy _ @17y .

&Bi(x): P =\ 1<i<n
Daraus folgt aber (man schreibe diese Gleichung fiir i und j auf!): 29 = - = 9.
Wegen der Nebenbedingung folgt daraus: z{ = % fiir alle i. Das Maximum wird
also im Punkt 2° = (1/n,---,1/n) angenommen und f(z°) = 1/n". (Dass es sich

tatsdchlich um ein Maximum handelt miisste man sich noch extra iiberlegen! Man
sieht auflerdem, dass A hier gar nicht konkret bestimmt werden muss.). Es ergibt

sich also: f(zq, - x,) = a1+ 2, < 1/n™ fir alle z.

Daraus ergibt sich die Ungleichung zwischen geometrischem und arithmetischem
Mittel:

Seien ay, - - - a,, beliebige positive Zahlen. Setze a := a;+- - -+a,. Dannist (a1 /a, - - - a,/a) €
M, also ist % ... & = &24n <™ Daraus folgt aber sofort:

aq _|_ Oy

—

Auch im Fall der Extrema mit Nebenbedingungen kann man hinreichende Bedin-
gungen angeben. Dabei betrachtet man die Hessematrix der zweiten partiellen Ab-
leitungen der Funktion H an der Stelle (z°). Die davon induzierte quadratische Form
wird jetzt aber nicht auf dem gesamten R™ sondern nur auf dem Tangentialraum
T,0M betrachtet. Ist sie dort positiv (negativ) definit, liegt ein relatives Minimum
(Maximum) vor.

”al...an<



11.2.2 Inhalt von Flichenstiicken im R3

Das ist ein aus pragmatischen Griinden eingeschobener Abschnitt. Die Begriffe sollen
etwas geiibt und veranschaulicht werden. Dariiberhinaus sollen Ubungs moglichkeiten
geschaffen werden.

Sei M C R3 eine solche 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit, die durch eine einzige
(globale) Parameterdarstellung ® : T — M gegeben werden kann. Dann sprechen
wir auch von einem (glatten) Flachenstiick M. Gesucht ist der Inhalt |M| von M.
Das bedeutet etwas genauer gesagt folgendes. Wir suchen eine solche Definition
des Inhalts von M, dass moglichst viele wiinschenswerte Eigenschaften erfiillt sein
sollen. Auflerdem soll dieser Inhaltbegriff im Falle eines in einer Ebene liegenden
Flachenstiicks mit dem iiblichen Jordan-Inhalt {ibereinstimmen und fiir bekannte
geometrische Figuren soll der bekannte geometrische Inhalt wiedergefunden werden
(Kugeloberfliche, Kegel, Zylinder usw.). Zu den wiinschenswerten Eigenschaften
gehoren u.a.: Translations- und Rotationsinvarianz des Inhalts.

Bei Kurven haben wir die Lénge dadurch definiert, dass wir einbeschriebene Po-
lygonziige betrachtet haben. Die analoge Idee, einbeschriebene Polyederflichen zu
benutzen, fiihrt auf erhebliche Schwierigkeiten und Pathologien (vgl. “Schwarzschen
Zylinder”, beschrieben etwa in Fichtenholz: Differential- und Integralrechnung, Teil
III). Deshalb geht man einen ganz anderen Weg.

Betrachte ein kleines achsenparalleles Rechteck @ C T mit ¢ = (¢, ¢2) als Mittel-
punkt. Sei ¢(Q) =: Mc M, ®(c) = a. Als Approximation von |]T4\| nimmt man den
Inhalt des Paralellogramms @'(c)(Q) C R®. Sei 0.E.d.A. @ aufgespannt von At (})
und Aty (]). Dann wird Q= d'(c)(Q) aufgespannt von Aty Py, (), Aty®y,(c). Hier
benutzen wir die Bezeichnung: ®;, = (CI)tl],, q)tQj, @f’j)T und natiirlich ist @ij = 8‘5. Wir
schreiben ausnahmsweise die Komponenten von ® mit oberen Indizes. Bekanntlich
ist der Inhalt des von zwei Vektoren des R? aufgespannten Parallelogramms die
Lange des Vektorproduktes dieser zwei Vektoren. Also |Q] = || Py, x Py, || Aty Ats.

Damit ist folgende Definition plausibel.

Definition 11.10 Sei ® : T C R? - M = &(T) C R? globale Parameterdarstel-
lung der 2-dimensionalen UM M. Unter dem Inhalt von M versteht man

Mpi= [ 100012 x Bt t)drdee (1)
T

Man nennt dS(z) := dS = ||®;, X §y,||dt1dty = || Py, X Py, ||dt das 2-dimensionale
Flichenelement von M (beziiglich ®).

Bemerkungen 11.11 i) Man muss natiirlich voraussetzen, dass das in (1) rechts
stehende Integral iiberhaupt existiert. Da der Integrand stetig ist, wére das nur
eine Forderung an T (also etwa T' zulédssig). Wir werden beim allgemeinen Fall
sehen, dass man immer lokal beliebig “gute” Parameterbereiche nehmen kann,
diese Einschriankung also wegfillt.

ii) Man muss zeigen, dass die Definition von der Parameterdarstellung unabhéngig
ist. Das holen wir auch spéter nach.

iii) Bekannte Fille ordnen sich hier unter (s. Ubungsaufgaben).



iv) Hier und im allgemeinen Fall bleiben die Formeln und Aussagen noch giiltig,
wenn die Voraussetzungen auf niederdimensionalen Untermannigfaltigkeiten
von M verletzt sind. Auf diese Weise kann man noch Gebilden einen Inhalt
zuordnen, die sich durch “Aneinandersetzen” von Flidchenstiicken ergeben -
etwa ein Wiirfel, Parallelepiped usw.

v) Als Vorbereitung fiir den allgemeinen Fall wird empfohlen, die folgenden an-
gedeuteten Rechnungen und Umformungen explizit nachzuvollziehen. In der
Vektoranalysis ist folgende Formel fiir a,b € R? bekannt:

la x b|> = (a x b,axb)y={a,a)(bb) — <a,b>2
In unserem Fall bedeutet das mit a = ®,,,b = ®y,:
H®t1 X (I)t2H2 = det(<¢t“ ®t]~>)7 Z,] = 1,2

Man setzt g;; = (®y,, ®;,) und nennt (g;;) den MaBtensor von M (zu Tensoren
siehe einen spéteren Abschnitt!). Fithrt man noch die Standardbezeichnung
g = det g;; ein, dann erhélt (1) die Gestalt:

M| :/\/§dt.

T

Man rechnet leicht nach:
(gi) = (®)"®, dh. g=det(d)"d

Beispiel

Als Beispiel fiir die Anwendung wollen wir jetzt die Oberfliche der Einheitskugel
berechnen, d.h. den Inhalt von S? (bekanntlich muss 47 erhalten werden).

Als Parametrisierung wihlen wir Kugelkoordinaten:

r = ®(p,9) = cospsind, y = ®*(p,d) =sinpsind, z = ®3(p, ) = cos v,
0<p<2m,0<¥ <.

Man hat also: t; = p,ts = ¢, T = (0,27) x (0,7), eine offene Menge, und dann
®(T) = S?\ A, wobei A der Nullmeridian ist - auf diese Menge kommt es bei den
Betrachtungen nicht an. Man muss A zunéchst ausschliessen, weil sonst ® nicht
mehr die Bedingungen an die Parameterdarstellung erfiillt!

Dann erhélt man durch direktes Nachrechnen sofort:

dS(z) = || P, x Pyl|dpdi) = sinVdpdd).

Beachte, dass man im Laufe der Rechnung erhilt: ||, x ®y|| = (sin®9)'/2. Weil der
Sinus aber im betrachteten Definitionsbereich immer nichtnegativ ist, erhélt man
das oben angegebene Resultat (und nicht etwa den Betrag). Damit ergibt sich dann:

2T T
|S?| = /dgp/sinﬁdﬁzélﬂ.
0 0
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11.3 Definition des Integrals iiber Untermannigfaltigkeiten
(globale Parametrisierung)

Wir beginnen mit einigen Vorbetrachtungen, die grofitenteils zur Linearen Algebra
gehoren.

Sei eine lineare Abbildung von R¥ in den R" durch eine Matrix A mit den Spalten
al,---a* gegeben. Dann nennt man die (k x k)- Matrix AT A die Gramsche Matrix

der Abbildung, und es gilt (nachrechnen!):
ATA = (<ai, aj>), wobei < ,.> das Standardskalarprodukt < ,.> des R™ ist .

Da fiir alle z € R¥ gilt: <ATAQJ,£L'> = <Ax,Ax> > 0, ist die durch AT A induzierte
quadratische Form positiv definit und man erhélt insbesondere det A7 A > 0.

Setze v(A) := vVdet ATA. Fiir n = k erhélt man: y(A) = vVdet AT - det A = | det A|.
Wir geben zunéchst eine (geometrische) Interpretation der Grofie y(A).

Wenn A = (a',--- ,a¥), dann ist das Bild des k-dimensionalen Einheitswiirfels unter
A das von Ae; = a' (also den Spaltenvektoren von A) aufgespannte Parallelepiped
im R". Im Falle n = k ist das Volumen dieses Parallelepipeds gerade | det A| = ~(A).
Nun setzt man auch im Falle & < n: y(A) = k-dimensionales Volumen des aufge-
spannten Parallelepipeds =: Vj(a!,--- ,a*). Dann kann man grundlegende Eigen-
schaften des Volumen des n-dimensionalen Parallelepipeds (Fall n = k) auch hier
beweisen. Zum Beispiel gelten Beziehungen wie:

Vk(€17' o aek) = 17 Vk(@l,' o a)\aia e 7ak) = ‘)\’Vk(dl, e 7ak>

und weitere Eigenschaften wie: Invarianz unter Translationen oder orthogonalen
Transformationen. Das sieht man z.T. auch aus dem néichsten Lemma, das wir be-
nutzen werden, um die Unabhéngigkeit der Definition des Integrals iiber M von der
Parameterdarstellung zu zeigen.

Lemma 11.12 Wenn A : R¥ — R" B:R* — R* lineare Abbildungen (Matrizen),
dann gilt:
1(AB) = (4) - | det B
Beweis: 7(AB)? = det((AB)T AB) = det(BTATAB) = ( weil BT, ATA, B
(k x k) — Matrizen sind ) = det BT - det ATA - det B = (det B)?det AT A.
Daraus folgt die Behauptung.
|

Wir geben noch eine geometrische Interpretation dieses Lemma: Sei B = (b!, ..., b¥), b
die Spalten von B und ) das von den b° aufgespannte Parallelepiped. Dann ist
Q| = Vi(b, ..., bF) = | det B|. Das Bild A(Q) von @ unter A hat dann das Volumen

[AQ)] =~(4) - Q.
Es erweist sich als giinstig, fiir die Berechnung von det AT A eine Formel zu haben.

Lemma 11.13 Sei k < n und seien A, B zwei (n X k) - Matrizen. Fir 1 < iy <
- < i < n bezeichne A;, ;, die Matriz, die aus den Zeilen mit den Nummern
11, ..., i besteht. Entsprechend seien Untermatrizen von B bezeichnet. Dann gilt:

det A"B= )" det A s, det B;,

i< <ip
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Speziell fiir A = B erhdlt man:

det ATA= " (det Ay, ;)%

i< <

Fiir den Beweis (der elementare Eigenschaften der Determinante benutzt) sei auf
Forster: “Analysis 3” verwiesen.

Als Anwendung erhélt man: Wenn & : T — M eine (lokale) Parametrisierung von
M, dann erhélt man mit den Bezeichnungen:

(gij) == ((Dy,, Py, )) = (P)T®', g :=detg;; die folgende Formel:

B (D, ... D) 2
9= 2 (det ot 1) ) '

i1 <<y

Die Grofle g heifit auch Gramsche Determinante der Mannigfaltigkeit M beziiglich
der Parametrisierung ®. Will man die Abhéngigkeit von ® besonders unterstreichen,
so schreiben wir auch ¢® statt g.

Definition 11.14 Sei M C R” eine k-dimensionale UM des R". Es liege einer der
folgenden beiden Fille vor:

i) es existiert eine globale Parametrisierung ® : 7" — M und f : M — R sei eine
Funktion;

ii) ® : T'— M ist eine lokale Parameterdarstellung und f : M — R sei eine Funktion
mit kompaktem Tréiger supp f C ®(T) (d.h. fo® hat kompakten Tréger in T, siehe
auch Bemerkungen 11.2. iv)). Dann heifit f iiber M integrierbar, falls

F@(1)V/g(t) = f(R()V/det(P(1)TP'(t) (1)

iiber T integrierbar ist und man setzt

/ﬂmwuw:/ﬂﬂmvaﬁﬁ (2).

Bemerkungen 11.15 i) Wir deuten im néchsten Satz an, wie man die Unabhéngigkeit
der obigen Definition von der Parameterdarstellung zeigt.
ii) Man kann die obige Definition ohne Probleme wie folgt erweitern: wenn f ohne
weitere Voraussetzungen auf V' = &(T) definiert ist und (1) iiber 7" integrierbar ist,
dann heifit f {iber V integrierbar. Das Integral wird dann mittels (2) definiert. Links
steht dann | ...

1%

iii) Es ist eine niitzliche UA, sich fiir verschiedene Beschreibungsvarianten von Man-
nigfaltigkeiten das Oberflichenelement dS(z) explizit auszurechnen. Dazu geht man
(fast immer) zu einer geeigneten Parameterdarstellung tiber und benutzt zur Be-
rechnung von g das Lemma 11.13.

Der néchste Satz beinhaltet nicht nur die angekiindigte Unabhéngigkeit des Integrals
von der Parameterdarstellung. Er wird auch gleich genutzt, um den wichtigen Begriff
des Kartenwechsels einzufithren. Mittels dieses Begriffes wird in abstrakten Mannig-
faltigkeiten der Begriff der Differenzierbarkeit der Mannigfaltigkeit eingefiihrt.

12



Satz 11.16 Sei M C R" eine k-dimensionale UM und ®; : T; — W;,j = 1,2
seien zwei lokale Parametrisierungen mit der Eigenschaft Wi N\ Wy # (). Sei ferner
S = <I>j_1(W1 N Ws). Dann gilt:

i) der Kartenwechsel h = (13_1 o®d, : Sy — Sy ist ein Diffeomorphismus.

ii) Wenn Wy = =W und supp F C W, dann qilt:

/ PG = [ F@a(w) Ve w)du.

Beweis: i) Die Behauptung folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen bzw. dem
Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit von Abbildungen. Grob argumentiert man so:
da ®; Diffeomorphismen, ist auch ®;' und ®;' o ®; ein Diffeomorphismus (man
muss nur jeweils die Definitionsbereiche im Auge haben).

ii) Hier werden Lemma 11.12 und die Transformationsformel fiir Mehrfachintegrale
angewendet. Es ist ®; = ®q0h, also | = -1/, d.h. genauer: & (t) = PL(h(t)) -1/ (t).
Lemma 11.12 wird angewendet mit: A = ®,, B = h. Also:

g1 (t) = (P (t) = 1 (D5 (h()-H'(t)) = y(Pa(h(t))-| det ()] = /g*2(h(t))] det h'(t

Also erhdlt man (mit w := h(¢) und unter Beachtung von h(Tl) = TQ) aus der
Transformationsformel:

/ F(®1(8)v/g® (D)t = / F(@1(h()) /g% (B(0))] det 1 (£) dt = / F(Pa(w)) /g% (w)duo.

PSfrag replacements
1

D,

T

T

o Lo @

Abbildung 2: Zum Beweis von Satz 11.16
Der im Satz benutzte Begriff “Kartenwechsel” wird eigentlich verwendet, wenn man

statt Parametrisierungen Karten zugrunde legt. An den Abbildungen #ndert sich
aber nichts (da die Inversen zu den Parametrisierungen gerade die Karten sind).

13



11.4 Definition des Integrals iiber Untermannigfaltigkeiten
(allgemeiner Fall)

Wenn die in Definition 11.14 beschriebene Situation nicht vorliegt, dann versucht
man durch “Zusammenstiickeln” von lokaler Integration zu globaler Integration
iiberzugehen. Das ist ein wichtiges Prinzip fiir viele Situationen in der Mathema-
tik. Das Hilfsmittel dazu heifit: Zerlegung der Fins. Wir geben einen Spezialfall des
allgemeinen Satzes dazu an.

Satz 11.17 (Variante der Zerlegung der Eins) Sei K C R" kompakt,

k
Wi, ..., W, C R"™ offen, so dass K C |J. Dann existieren @1, ..., or € C§°(R™) mit
j=1
folgenden Eigenschaften:
suppp; C W;,0 <y <1 fir j=1,....k und > p;(x) =1 fir alle v € K.
Die Funktionen @1, ..., pr heiflen eine der Uberdeckung Wi, ..., W) untergeordnete
Zerlegung (Partition) der Eins auf K.

Beweis: Der Beweis ist etwas technisch, weil man unendlich oft differenzierbare Funktio-
nen erhalten will (fiir unsere Zwecke wiirden stetige Funktionen vollkommen ausreichen).

k
Wir skizzieren die Idee. O.E.d.A. seien die W; beschrénkte Mengen. Dann ist K’ := |J W}
j=1

eine kompakte Menge und Wy := R™ \ K ist offen. Fiir alle © € K’ existiert r, > 0 und

J €10,..., k} mit: K(z,2r;) ={y € R": ||z —y|| < 2r,} C W; (offene Kugel um z mit Ra-

dius 2r,). Offenbar iiberdecken alle K (z,2r;) wie auch alle K (z, ;) die kompakte Menge

K'. Aus dieser offenen Uberdeckung kann endliche Teiliiberdeckung ausgewihlt werden,
m

d.h. es existieren: 1, ...,z € K’ so dass K' C |J K(x;,7y,). Betrachte nun zunéichst
i=1

1=

folgenden “Standard-Hut”:

1
. S -ll=l? fall <1
() = e alls ||z]]
0 falls [|z]| > 1

Das ist eine C§°-Funktion mit suppj = K(0,1). Diese Funktion wird jetzt verschoben
und geeignet gestaucht/gestreckt. Genauer, es werden die Funktionen gebildet: g;(z) :=
J(:-%). Das sind wieder C§°-Funktionen, nun aber mit supp g; = K (i, 75,) C K (i, 2r4,).
Fir j = 0,1,...,k sei I; := {i € {1,...,m} : K(x;,2ry) C W;}. Setze ¢; := > g
i€l

k
und ¢ := ) 1;.Die Funktionen ¢; := %,j = 1,...,k haben dann genau die im Satz
j=0
angegebenen Eigenschaften.
|

Der Name Zerlegung der Fins kommt natiirlich daher, dass auf K gilt: > ¢; =1
(wobei hier “1” die Funktion bezeichnet, die auf K identisch Eins ist). Die Zerlegung
der Eins kann man auch fiir abzéhlbar viele Mengen W; konstruieren.

Nun koénnen wir das Integral iiber UM definieren.

Definition 11.18 Sei M C R” eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und f €
Co(M) (stetige Funktionen mit kompaktem Tréger). Dann gibt es lokale Parame-

trisierungen ®; : T; C R* — W; € M,j = 1,...,m, so dass supp [ C Wj.
j=1
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Sei @1, ..., o, eine Wy, ..., W, untergeordnete Zerlegung der Eins von supp f. Fiir
j =1,...,m ist dann ¢;f € Cy(M) und supp (p;f) C W;. Daher sind gemiss
Definition 11.14 die Integrale [ (¢;f)(x)dS(x) schon erklirt. Dann wird gesetzt:

[ t@as@ =3 [e;p@as)

Man muss nun auch hier noch zeigen, dass die Definition unabhéngig von der Para-
metrisierung ist. Wir haben stetige Funktionen genommen, weil dann die angegebe-
nen Integrale immer existieren. Die allgemeine Defnition fiir eine beliebige Funktion
(mit kompaktem Tréger, damit man mit endlicher Zerlegung der Eins auskommt),
miisste also noch voraussetzen, dass die Funktionen (p;f) integrierbar sind. Dann
heifit f {iber M integrierbar, und das Integral wird wie in der obigen Definition
gesetzt.

Wenn A C M und x4 iiber M integrierbar, dann setzt man:

ym:/mw:/w@.

M

11.5 Der Gauflsche Integralsatz

Die Integralsitze der Vektoranalysis haben alle im wesentlichen die folgende (sche-

matische) Struktur

B oB

Dabei ist B eine (nédher zu charakterisierende) Menge und 0B ihr Rand (Achtung:
man muss genau zwischen topologischen Rand und Rand der Mannigfaltigkeit unter-
scheiden, s. 12.5). Diese Integralsitze sind (in gewissem Sinne) Verallgemeinerungen
des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung. Der allgemeinste Satz ist
der allgemeine Satz von Stokes (siehe spéterer Abschnitt). Wir behandeln hier den
Satz von Gauf. Dabei geben wir eine ziemlich allgemeine Formulierung und fiithren
den Beweis in einem sehr speziellen Fall. Zuerst wird die Struktur von B erlautert.

Definition 11.19 Sei G C R” ein solches Gebiet (offene zusammenhéngende Men-
ge), dass G kompakt ist im R”™. 9B sei der iibliche (topologische) Rand von B (d.h.
in jeder Umgebung von a € 0B liegen Punkte aus B und solche, die nicht zu B
gehoren). Man sagt, B ist ein Kompaktum mit glattem Rand, wenn folgendes gilt:
Fiir jedes a € OB existiert eine offene Umgebung (etwa eine Kugel) U und eine
stetig differenzierbare Funktion ¢ : U — R mit:

BNU={x€U:g(x) <0} und gradg(z) #0Vz € U.
Dann heifit n(a) := gradgle) o, dufere Einheitsnormalenvektor an B im Punkt a.

" llgrad g(a)ll

Wir bemerken, dass man das Vorzeichen von g auch dndern kann, d.h. dass die
Bedingung auch lauten kann: ¢ > 0 in B und g < 0 aulerhalb B. Dann hat man bei
der duleren Normalen auch einen Vorzeichenwechsel.

Wir geben zunéchst ein ganz einfaches Beispiel.
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Sei B die n-dimensionale Einheitskugel (d.h. B = {z € R" : ||z|| < 1}). Dann
ist 9B = S"! die (n-1)-dimensionale Einheitsspidre. Wihlt man g mit g(z) =
|z|| — 1, dann sind alle Bedingungen der Definition erfiillt. Speziell hat man im
Inneren tatséchlich: g(x) < 1.

Abbildung 3: Kompaktum mit glattem Rand

Bemerkungen 11.20 i) Aus der Definition folgt:
OBNU ={x €U :g(x)=0}.

Das sieht man etwa so:

" R"\ BD{z €U:g(zx) >0} - das ist offene Menge, weil g stetig.

B> {z € U:g(x) <0} - auch offen.

Nach der Randdefinition ist dann 0B NU C {z : g(x) = 0}.

"5 Sei g(xg) = 0. zu zeigen: x¢ € IB.

Taylorentwicklung von ¢ bis zu Gliedern 1.0rdnung:

g(zo + h) = g(x0) + (grad g(zo), h) + o(h) = { grad g(zo),h) + o(h). Beachte nun, dass
v := grad g(xo) # 0 und setze h :=t - grad g(zp). Dann erhélt man:

g(xo + tv) = t||v]|? + o(tv).

Mithin existiert ein £ > 0, so dass gilt:

g(xg+tv) >0 fiirallet:0 <t <eund g(xg+tv) <0 fiir alle t : —e <t < 0.

Also gilt:

xo + tgrad g(xo) ¢ B fiir alle 0 < t < € und z¢ + t grad g(xp) € B fiir alle —e <t < 0.
Das bedeutet aber gerade, dass in jeder Umgebung von xy Punkte aus B und dem Kom-
plement liegen, d.h. zg € B.

Damit erhélt man folgende Aussage:

Wenn B ein Kompaktum mit glatten Rand, dann ist 0B eine (n-1)-
dimensionale UM des R" (d.h. eine Hyperfliche).
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ii) Der Vektor n(a) hat folgende Eigenschaften: - er steht orthogonal auf T, (0B),

- [n(a)l =1,

- es existiert eine > 0:a+t-n(a) ¢ B firalle 0 <t < e.

(Wir bemerken noch, dass durch diese Eigenschaften der Vektor n(a) eindeutig be-
stimmt ist.).

Man kann dies auch so formulieren: wenn B ein Kompaktum mit glattem Rand,
dann existiert ein stetiges Vektorfeld n : 0B — R", so dass fiir alle a € OB der
Vektor n(a) gerade der dulere Normaleneinheitsvektor ist.

iii) Wir geben noch an, wie im Fall eines Kompaktums mit glattem Rand (lokal)
das Flachenelement aussieht. Hat man die lokale Randdarstellung als Graph von h
(von (n-1) Variablen!), dann ist die in der Definition vorkommende Funktion g bei
geeigneter Nummerierung der Variablen gegeben durch g(x) = =, — h(z1, ..., Tp_1).
Mithin ergibt sich:

~ (—gradh(d'),1)
V1+ [gradh(@)]?
dS(z) = /1 + || grad h(z')||2 dz’, wobei ' = (1, ..., 2n_1).

bei (a',h(a’) = a € OB

Es wird dringend empfohlen, das alles selbst nachzurechnen!

Theorem 11.21 (GaufB3scher Integralsatz) Sei B C R"™ ein Kompaktum mit
glattem Rand, n : OB — R" das duflere Finheitsnormalenfeld und U D B eine offene
Teilmenge des R™. Dann gilt fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F: U — R™:

/ div F(z)dz — / (F(z),n(2))dS(x) (1),

B

Zusatz: Der Satz gilt auch noch, wenn B niederdimensionale Singularititen (z.B.
Ecken, Kanten hat, wie etwa beim Wiirfel). Auch die Bedingungen an das Vektorfeld
F' Eann man noch abschwdchen.

Beweis: Der allgemeine Beweis ist relativ aufwendig (vgl. etwa Forster: Analysis 3,
woher auch die Formulierungen genommen sind). Wir beweisen den GIS fiir n = 3
und spezielle B (sog. “Normalbereiche” beziiglich der z-Achse) und spezielle F:

Sei G C R? (das sei die x — y—Ebene), f1, f> : G — R seien stetig diffbar (d.h. etwa:
stetig diffbar in einer offenen Menge, die G enthélt) und f; < fo;

B:={(z,y,2): (x,y) € G, fi(z,y) < z < folz,y)}.

B ist also eine Art Zylinder iiber G mit oberem Deckel Fy = {(x,,2) : (7,y) €
G, fo(z,y) = 2z} und entsprechendem unteren Deckel F (beziiglich f; dann), mit
Fs sei der “Zylindermantel” bezeichnet. Bis auf niederdimensionale Singularitdten
ist B ein Kompaktum mit glattem Rand.

Entsprechend sind “Normalbereiche” beziiglich der anderen Achsen definiert. Man denkt
sich nun ein allgemeines B in endlich viele Normalbereiche beziiglich jeder Achse zerlegbar.

Ein Vektorfeld F' = P, @, R) ldsst sich zerlegen: F' = (P,0,0) + (0,Q,0) + (0,0, R).
Wir betrachten fiir unser spezielles B den Spezialfall: F = (0,0, R).
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Den allgemeinen Fall erhélt man dann wieder durch Addieren der einzelnen speziellen VF.
Dabei ist klar, dass man die Auswahl jeweil nach Art der betrachteten Normalbereiche
vornimmt.

Seien also diese Voraussetzungen erfiillt. Dann erhélt man:
[ div Fdzdydz = [ %8dxdydz = (vgl. Kapitel iiber Mehrfachintegrale) =
B B

fa(z,y)

G \filzy
Jetzt betrachten wir die dufleren Einheitsnormalen an 0B.:
Firo m(z,y,2) = ((fi)e (f)y, =D/|--| = ||,,1| B
Fai na(z,y,2) = (—=(f2)u _(fQ)yv D/l = HV2||;

F3: ng hat keine z-Komponente, ist fiir uns also irrelevant.
Auf Fy gilt: dS(x) = ||n1]|dzdy, auf F, : dS(x) = ||ve|/dxdy. Damit erhilt man:

f(FnMS f<OOR n)dS(x +f<oozznws

yUWﬁ\wWMM@+HUWRMMWMM@_
ng(xﬂ% fg(x,y))dxdy {;fR $,y,f1(x,y))da:dy.

Das ist aber genau (2).
Damit ist der GIS fiir diesen Spezialfall gezeigt.

Wir formulieren explizit noch den GIS fiir n = 2. Das ist der Gauf$sche Integralsatz
in der Ebene, manchmal auch Satz von Green genannt (Achtung: es gibt viele Sitze
und Formeln von Green!).

Folgerung 11.22 Sei B C R? ein Kompaktum mit glattem Rand, P,Q in einer
offenen Umgebung von B stetig differenzierbar. Dann gilt:

orP 0Q
/ <6_x + @_) drdy = /de — Qdzx.
B

OB

Das wird hiufig in einer anderen Form geschrieben (die an die Benutzung von Diffe-
rentialformen besser angepasst ist. Vgl. auch Abschnitt iber allgemeinen Stokesschen

Satz):
/Fdx—i—Gdy—/ 8_G_8_F dzxdy.
or O
B

oB

Bemerkung: [ ist das Integral iiber den gesamten Rand von B (wenn also B z.B.
OB
ein Kreisring, dann iiber die beiden begrenzenden Kreislinien). Man beachte, dass

hier implizit eine Randorientierung drinsteckt. Wenn man z.B. die Parameterdar-
stellung = = x(t),y = y(t) hat, dann muss man, um mit (¢, —&) immer die dufere
Normale zu erhalten, die Parameterdarstellung so wihlen, dass mit wachsendem ¢
der Durchlauf des Randes stets so erfolgt, dass B zur Linken liegt!
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Ein Gegenbeispiel zur Warnung;:

Sei B die Einheitskreisscheibe. Es soll bestimmt werden: [ Fdx 4+ Gdy wobei:
OB

Yy Xz
L a= 5
x2+y2 $2+y2

Wiirde man Gaufl in der Ebene gedankenlos anwenden, so erhélt man fiir da Integral

S/ (g—g — %)dmdy sofort Null. Das ist aber nicht der Wert des Kurvenintegrals. Man

B
darf den Gauflschen Satz nicht anwenden, weil F,G im Ursprung natiirlich nicht
stetig diffbar sind!

11.6 Orientierung von Mannigfaltigkeiten

Sei V' ein k-dimensionaler Vektorraum, By = (vq, ..., Ux), Bs = (wy, ..., wy) seien zwei
Basen, A = (a;;) sei die Matrix, die durch ) a;;v; = w;, 1 < i < k definiert ist.

By, By heiflen gleichorientiert, wenn det A >]O. Man schreibt B; ~ By und zeigt,
dass dadurch eine Aquivalenzrelation in der Menge aller Basen von V festgelegt ist.
Es existieren genau zwei Aquivalenzklassen.

Eine Orientierung (bei Bedarf benutzen wir das Symbol O) in V festlegen heift,
eine Aquvalenzklasse auszuzeichnen, ihr die positive Orientierung zuzuschreiben.
Vereinbarung: Die kanonische Basis (ey, ..., €,) des R" sei positiv orientiert. (Im R?3
wir dadurch ein Umlaufsinn definiert; im R? spricht man manchmal auch von der
“Rechte-Hand-Regel”, d.h. Daumen, Zeige- und Mittelfinger entsprechen der x-, y-
bzw. z-Achse).

Jetzt sollen UM des R™ auf Orientierbarkeit untersucht werden (hier klingt schon
an, dass es Probleme geben kann, auf M eine Orientierung einzufiihren, vgl. weiter
unten, Mobius’sches Band). Als zugeordnete lineare Rdume stehen uns die Tangen-
tialrdume zur Verfiigung. Wir entsteht z.B. eine Basis im Tangentialraum? Sei

®: T C RF — M C R" eine Parametrisierung,

toeT — O(tg) =a€ M

Benutzt man die in Bemerkung 11.7 gegebene Charakterisierung des Tangential-
raumes: T,M = ®'(to)R*, dann ist (a4, ..., a) mit a; = ®'(ty)e; eine Basis in T, M
und diese soll positive Orientierung des Tangentialraumes liefern. Man spricht dann
manchmal auch von positiv orientierter Parameterdarstellung.

Definition 11.23 Eine Mannigfaltigkeit M heifit orientierbar, wenn es eine lokal
vertriagliche Menge von Orientierungen der Tangentialrdume gibt, d.h es gibt ein
System O von Parametrisierungen (Tg, ®) (oder Karten (h, W) ) mit:

i) U W =M und
WweO
ii) wenn W,V € O und WNV # (), dann liefern (h, W) und (g, V) fiir allea € WNV

die gleiche Orientierung von 7, M. Das bedeutet also: wenn a € WNV und (by, ..., by)
eine Basis in T, M, dann gilt in R* : (g "(a)by, ..., g "(a)by) ~ (W (a)by, ..., ' (a)by).

Unter einer Orientierung O von M versteht man h&ufig ein maximales System O
mit den Eigenschaften i) und ii) in der obigen Definition.

Man kann das auch noch anders formulieren. Seien

o, : T; — W; zwei Parametrisierungen (bzw. (h;, W;) zwei Karten). Dann sind
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@, o @ (bzw. hy o hi') : Ty — Ty Diffeomorphismen und (®;' o @) bzw. (hy o
hi') invertierbare lineare Abbildungen (R¥ — R¥). Man nennt die Kartenwechsel
orientierungerhaltend (bzw. die Karten gleichorientiert), wenn det(hy o h{') > 0
(falls W3 N Wy = (), dann sollen die Karten per def. gleichorientiert heifien).

Lemma 11.24 FEine Mannigfaltigkeit M C R™ ist genau dann orientierbar, wenn
es einen Atlas aus gleichorientierten Karten gibt.

Beweis: Wir formulieren den Beweis in der Sprache der Parametrisierungen. Seien
®; : T; — W; mit Wy N Wy # () zwei Parametrisierungen und a € Wy N Wa, @4 (t;) =
®y(ty) = a. Zur Abkiirzung setzen wir: f := ®;' o ®; (entspricht dem Kartenwech-
sel). Dann ist also ®; = ®5 o f und aus der Kettenregel ergibt sich: &) = &, o f’.
Daraus sieht man: ®; und ®, liefern diesselbe Orientierung am Punkt a, genau dann,
wenn det f'(¢1) > 0.

|

Fiir (n —1)-dimensionale UM des R™ gibt es eine weitere Charakterisierung der Ori-
entierbarkeit. Wir geben ohne Beweis das nachstehende Lemma:

Lemma 11.25 Wenn M eine (n — 1)-dimensionale UM des R", dann existiert ei-
ne eineindeutige Beziehung zwischen den Orientierungen von M und den stetigen
Einheitsnormalen-Vektorfeldern auf M.

Genauer wird das wie folgt erreicht: Wenn O eine Orientierung von M und a € M,
dann hat T, M die Dimension (n-1), es gibt also genau zwei auf T, M orthogonale
Einheitsvektoren. Wir wihlen n(a) so, dass

(n(a), @ (t)ey, ..., (t)en_1) (%)

positiv orientiert in T, M. Dabei ist ® eine Parametrisierung um ®(¢) = a. Damit
wird ein Vektorfeld mit den o.g. Figenschaften definiert. Wenn ein solches VF' exi-
stiert, dann wird durch (*) eine Orientierung auf M gegeben.

Das Standardbeispiel einer nichtorientierbaren Mannigfaltigkeit ist das sog. Mdbiusband.
Man erhilt es, wenn man einen recheckigen Streifen in Léngsrichtung einmal ver-
dreht und dann an den Schmalseiten zusammenklebt.

Wenn wir spater Mannigfaltigkeiten mit Rand betrachten, dann werden wir noch
iiber die Orientierung des Randes zu sprechen haben.

12 Tensoren und Differentialformen

In diesem Kapitel fithren wir Tensoren und Differentalformen ein (genau genommen
benotigen wir nur letztere) und geben die wichtigsten Rechenoperationen mit ihnen
an, die wir im folgenden benétigen. Tensoren gehoren eigentlich unter der Uberschrift
“Multilineare Algebra” in die Vorlesung “Lineare Algebra”. Aus Zeitgriinden wer-
den sie dort oft nicht behandelt. Der Tensorbegriff wird héufig als schwierig emp-
funden. Das hat mehrere Ursachen. Einmal schrecken in (exakten) mathematischen
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Darstellungen die vielen Indizes den Anfinger ab. Zum anderen gibt es zahlreiche
Biicher (haufig physikalischer Natur), in denen der Tensorbegriff so “pragmatisch”
eingefithrt wird, dass man beim besten Willen nicht verstehen kann, um welche
Art von mathematischen Objekten / Strukturen es sich handelt. Auch in der ma-
thematischen Literatur gibt es verschiedene Zugénge. Es lohnt sich, verschiedene
Darstellungen anzusehen. Eine recht geeignete Darstellung findet man u.a. in

A. Browder: Mathematical Analysis.

Wir verwenden aber z.T. etwas andere Bezeichnungen.

12.1 Der Tensorbegriff

Wir fixieren zunéchst die Bezeichnungen. Im folgenden sei V' stets ein n-dimensionaler,

reeller Vektorraum und V* := L(V,R) := {w: V — R, w linear } der duale Vektor-

raum, der Raum der linearen Funktionale auf V.

Wenn (ey, ..., e,) eine Basis in V, z € V, dann ist z = >_ x’e;. Die (z°) heiflen die
i=1

Koordinaten von z (beziiglich der Baisis (e;)). Im folgenden kommt es stets sehr

genau auf die Stellung der Indizes an (das ist Konvention, die aber konsequent ein-

gehalten werden soll - Ausnahmen werden extra benannt).

Wir benutzen auflerdem héufig die sog. Finsteinsche Summenkonvention, d.h. wir

schreiben >~ x'e; als a'e; (= zfey).

i=1
Die Konvention lautet: iiber doppelt auftretende obere und untere Indizes wird au-
tomatisch summiert. Das Summenzeichen wird weggelassen. Soll nicht summiert

werden, muss es extra vermerkt werden.

Satz 12.1 Sei (e, ..., e,) eine Basis von' V. Dann ezistiert eine (eindeutig bestimm-
te) Basis (e',...,e") von V*, die sogenannte duale Basis zu (e;) mit der Figenschaft:
e'(e;) = 0% (0% ist das bekannte Kroneckersymbol).

Insbesondere ist dim V = dim V*.

Der Beweis wird in der Linearen Algebra gefiihrt.
Als Folgerung ergibt sich (was man auch direkt beweisen kénnte):
Fiir alle u € V,u # 0 existiert ein o € V* mit a(u) # 0.

Wir erinnern daran, dass endlichdimensionale Vektorraume iiber dem gleichen Kérper
genau dann isomorph sind (d.h. es existiert eine eineindeutige lineare Abbildung
zwischen ihnen), wenn sie die gleiche Dimension haben. Aber: es existiert i.a. kein
ausgezeichneter Isomorphismus. Eine Ausnahme bilden die Vektorraume V und V**.
Zwischen beiden existiert ein natiirlicher Isomorphismus, nédmlich:

j: V=V mit ju): V=R, ju)(a):=alu).

In diesem Sinne wird v € V mit j(u) € V** identifiziert. Damit hat der Satz 12.1
auch eine Lesart, die V und V* vertauscht: wenn (a') eine Basis von V*, dann exi-
stiert eine Basis (u;) in V, so dass (u;), (") zueinander dual sind.

Alle bisher gemachten Aussagen sind niitzliche Ubungsaufgaben zum Wiederholen
einiger Begriffe aus der linearen Algebra.
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Definition 12.2 Seien E, ..., E}, E reelle Vektorrdaume. Eine Abbildung
a: i x.xE,—F
heifit multilinear, wenn « in jeder Komponente linear ist, d.h.
(U, ey Ui+ CO Ui 1y ey Ug) = Q(Uy ooy Uiy ooy Ug) + CO(Uy ey Uiy ey U

an jeder Stelle ¢ und fiir alle u;,v; € V,c € R.
Im Falle £ = R heifit o Multilinearform.

Definition 12.3 i) Seien r, s € N. Ein r-fach kovarianter Tensor auf ( iiber) V
ist eine multilineare Abbildung

a: V=Vx..xV >R
————
Ein s-fach kontravarianter Tensor auf V ist eine multilineare Abbildung
a: (VP=V"x.xV"'->R
—_————

ii) Seien r,s > 0, ganz. Ein r-fach kovarianter, s-fach kontravarianter Tensor ist
eine Multilinearform

a: V><...><VJ><1/*><...><Vi—>R.

.

n'g n'g
T S

(Offenbar schlieBt ii) die Falle unter i) mit ein.)

Bezeichnungen (Achtung nicht einheitlich in der Literatur!):

T.(V)=T(V) (=V*®...@ V*) - Menge der r-fach kovarianten Tensoren;

r

T°(V)=T§(V) (=V ®...® V) - Menge der s-fach kontravarianten Tensoren;

T5(V) (=V*®..0V*®V...®V) - Menge der r-fach ko- und s-fach kontravarianten
Tensoren.

Achtung! Die jeweils in den Klammern stehenden Symbole heiflen Tensorprodukt
der dort angefithrten Rédume. Dieser Begriff wurde (noch) nicht eingefiihrt. Er gibt
aber die Moglichkeit, Tensoren zu betrachten entweder als Multilinearformen (wie
in der Definition 12.2) oder als Elemente der entsprechenden Tensorprodukte. Wir
nehmen den ersten Standpunkt ein, obwohl vom Standpunkt eines befriedigenden
Aufbaus her, der Start mit dem Tensorprodukt giinstiger ist.

Alle auftretenden Mengen sind Vektorrdume (das ist ganz leicht zu sehen! UA!). Die
Dimensionen dieser Rdume werden wir gleich bestimmen.

Vorher geben wir einige Rechenoperationen mit Tensoren an. Aus der eben gemach-
ten Bemerkung ist klar, dass man gleichartige Tensoren addieren und mit einer
reellen Zahl multiplizieren kann. Wir erkldaren zunéchst noch

Tensorprodukt von Tensoren:

Seien o € T(V), 8 € T (V). Dann ist a ® 3 € T:’ij/ erklart durch:
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(@ B)(V1, ooy Uy, Uy 1y ooy Vg, W oy w® w0 t) =

(v, oy Uy W o W) - BVt oy Upgr, w1 ) fiir alle v; € V,w? € V',
Eine entsprechende Definition auch fiir das Tensorprodukt einer endlichen Anzahl
von Tensoren.

Beispiel: Seien f1,... f" € V* dannist a = f'®---® f" der r-fach kovariante Tensor
aus T,.(V), definiert durch f' @ ... f")(uy,...,u,) = fH(ug) - ... f7(u,) fiir beliebige
U, ... U, € V.

Achtung: Da wir es vermieden haben, Vektoren durch besondere Schrift (etwa Fett-
druck) hervorzuheben, muss man sehr aufpassen, ob ein Index der Nummerierung
dient oder eine Koordinate bezeichnet. Aus dem Zusammenhang sollte aber immer
eindeutig hervorgehen, was gemeint ist. Oben ist eben ein Nummerierungsindex ge-
meint.

Beispiele fiir Tensoren

Beispiel 1:

Sei a € V*. Durch a(x),z € V wird klar, dass « ein einfach kovarianter Tensor ist.
Analog wird fiir x € V durch die Definition z(«a) := «a(z),a € V* klar, dass x
ein einfach kontravarianter Tensor ist (Hier wird die Identifizierung von V' und V**
benutzt, s.o.).

Beispiel 2:

Auf V sei ein Skalarprodukt <,> gegeben. Die Abbildung (z,y) — <w,y> definiert
also einen zweifach kovarianten Tensor (der zudem noch symmetrisch ist, s.u.).
Beispiel 3:

Sei A eine lineare Abbildung auf V. Dann ldsst sich A als ein einfach ko- und einfach
kontravarianter Tensor « auffassen. Dazu definiert man: a(z,w) = w(Axzx) fir alle
reV,weV*.

Beispiel 4:

Determinanten sind Prototypen fiir alternierende Tensoren (s.u.). Sei in V' eine fe-
ste Basis gewéhlt, seien uy,...,u, € V, als Spaltenvektoren beziiglich dieser Basis
geschrieben. Dann ist die Abbildung (u1, ..., u,) — det(uq, ..., u,) ein n-fach kovari-
anter Tensor (alternierend, s.u.).

Beispiel 5: Der Trigheitstensor

Sei jetzt V = R3? versehen mit dem Standardskalarprodukt <, >, K ein Kérper, der
mit dem Masseschwerpunkt im Koordinatenursprung liegt und dessen Massendich-
te m wenigstens integrierbar sein soll. Das Tragheitsmoment von K beziiglich der
Achse e (wobei e ein Einheitsvektor ist) wird gegeben durch:

J(e):= / (e x e x x)dm(z).

Der Trégheitstensor © ist die bilineare Abbildung:

O:R*xR*— R:0(a,b) ::/<a><x,b><x>dm(a:).
K

Aus © erhélt man dann die quadratische Form J geméf J(a) := ©(a,a) und fir
Einheitsvektoren die obige Gleichung fiir das Tragheitsmoment.

Im n&chsten Punkt werden wir gleich die Koordinatendarstellung von Tensoren be-
handeln. Dann findet man auch mehr oder weniger leicht die Koordinatendarstellung
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des Tréagheitstensors, wie er auch in den Physikbiichern steht.

Basis und Koordinatendarstellung
Der folgende Satz stellt den Ausgangspunkt dar, um den Anschluss an den in zahl-
reichen Physikbiichern benutzten Tensorbegriff zu erhalten.

Satz 12.4 Sei (e;) eine Basis fiir V, (e*) die duale Basis in V*. Dann ist die folgende
Menge eine Basis fir T*(V):

{("®. Q" @e; @...®¢e; ik, €{1,...,n}} (%)
Damit ist dim TF(V) = n"*s.

Beweis: Wir miissen zeigen: die Menge (*) ist linear unabhéngig und erzeugt 7.5(V').
Um den Schreibaufwand zu reduzieren, zeigen wir alles nur fiir 7,(V), d.h. wir
betrachten die Menge

{e"®..@e" i, € {1,...,n}} (xx).
Aus der Definition der dualen Basis und des Tensorproduktes sieht man:
(" @ ...®@e")(ery, oy er,) = (5};1(5,2:

und dieser Ausdruck ist Eins falls (iq,...,%,) = (ki,..., k), sonst ist er Null. Wenn
also

e Jr = : = . el Jr —
g Cjr..in€ @ ... ® e’ = ( Summenkonvention! ) =¢;, ;' ® .. @’ =0,

dann erhélt man durch Anwendung auf (ey,,...,ex,.) : ¢k, 5 = 0 fiir alle r-Tupel
(k1, ..., k). Mithin ist die Menge (**) linear unabhéngig. (Beachten Sie: in der obi-
gen Summe wird iiber alle r-Tupel (jy, ..., j») mit 1 < j; < n summiert.)

Jetzt zeigen wir, dass die Menge (**) erzeugend ist. Sei also « € T,.(V'). Wir definie-
ren fir alle r-Tupel (ky, ..., k), 1 < k; < n die Zahlen ay,_j, = a(eg,, ..., ek, ). Dann
gilt fiir beliebige uy, ..., u, € V mit u; = z¥e;, (Summenkonvention beachten!) unter
Beriicksichtigung der Multilinearitét:

. k1 k Kk k R 1 k
a(ug, ., uy) = a(x ey, ..., e, ) = 272y ey oy €k, ) = T X Ay ks

= ( unter Beachtung der Definition des Tensorproduktes ! )

= (apy. 3, € @ ... @) (uy, ..., u,)

Damit ist gezeigt, dass (**) den Vektorraum 7,.(V') aufspannt.

(Verdeutlichen Sie sich noch einmal, was wir dazu genau gezeigt haben. Die obige Kette
von Gleichungen diente dazu, zu zeigen, dass die Wirkung von « auf beliebige r-Tupel von
Vektoren aus V' gleich der Wirkung der Linearkombination aklkaekl ® ... ® eFr auf diese
r-Tupel ist.)

|
Sei a € T#(V), (e;) eine Basis in V' mit dualer Basis (¢*) in V*. Dann heifit das
System der n"** Zahlen

J1Js .

. Ll J
aj il = alep, ... €, e, ... e")
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die Koordinaten von « beziiglich der Basis (e;), d.h. man hat:

a=a"Fe"®. R Re; ®... Qe

010y

Beachten Sie: Obwohl man mit beliebigen (voneinander unabhéngigen) Basen in V/
und V* arbeiten konnte, setzt man immer stillschweigend voraus, dass man zuein-
ander duale Basen nimmt.

Zusammenhang mit anderen Tensordefinitionen

Wir wollen jetzt den Zusammenhang mit anderen Tensordefinitionen herstellen. Zunéchst
muss unterstrichen werden, dass natiirlich nicht jedes System von n” ¢ Zahlen einen Tensor
aus T°(V') definiert!! Wir untersuchen jetzt zunéchst, wie sich die Tensorkoordinaten bei
Koordinatentransformationen in V transformieren. Seie (e;), (€;) Basen in V und (e?), (¢")
die zugehorigen dualen Basen in V*. Die Transformationsformeln zwischen diesen Basen
sind gegeben durch:

/A [
e; = ajel, €; = ;€ (1)
ek _ a;ke/l e/k: — a?el.

Dabei sind die Matrizen (aé-), (al¥) invers zueinander und die zweite Zeile ergibt sich au-
tomatisch aus der ersten (nachpriifen!). Insbesondere erhélt man also: aé- . azj = 6! (das
Kroneckersymbol oder - auch das wird oft benutzt - die Einheitsmatrix).

Fiir die zugehorigen Koordinaten der Vektoren aus V bzw. Funktionale aus V* ergeben
sich mithin folgende Transformationsformeln

Wenn z = z'e; = x’je;- €Viw = we' = wj eld € V*, dann gilt:

/ / /
l‘j*ajxl xj*aj 7

(2)
w] - ajw,i, wj - aj w;.
Im Vorgriff auf Mannigfaltigkeiten / krummlinige Koordinaten kann man die Gleichungen

(2) auch anders schreiben. Man bemerkt, dass

, p
i = 0% o= 9 (3)

L v Qxt
(Man beachte dass man fiir das gesamte Transformationsgeschehen nur g — und dazu die
Inverse 22 benotlgt Die Koordinaten mit den unteren Indizes braucht man nicht, weil

sie sich automatlsch ergeben, vgl. die zweite Zeile in (2).)

Damit schreiben sich die oberen der Transformationsformeln (2) (auf den ersten Blick
kompliziert) als

a2 O @)
ox" dzi

Damit kann man jetzt die Transformationsformeln fiir die Tensorkoordinaten leicht auf-
schreiben. Sei a € T(V') mit:

) =

/ /: / /
a=d" P ®. @ Re; ®.. R, =al M @ . @R ®..® €,

7,1 Ay 11 K
Einsetzen der Formeln (1) liefert:

151---Js J1 Js M o k1..ks
Ay = Ay O, Q@ - Qg (4)
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Offensichtlich kann man sich solch eine Formel kaum merken. Ganz anders sieht es aus,
wenn man (2’) benutzt. Dann wird aus (4)

L 1j1 /5 Iy l
teds _ ox o0z"s Ox ox'r ok (@)
i1..0r Oxkr " 9xks Oxtin T Gptir  lrels

An dieser Formel kann man ein wichtiges Prinzip des Indexkalkiils erliutern. In solchen
Gleichungen muss immer das Indexbild stimmen. Das bedeutet: die Summationsindizes
sind - wie immer - frei wéhlbar. Dann aber miissen links und rechts die oberen/unteren,
gestrichenen/ungestrichenen Indizes jeweils zueinander passen. Also in (4’): links stehen
die j,, als gestrichene obere, die 7 als gestrichene untere Indizes - und so muss es auch
rechts aussehen. Dann muss man noch bei Briichen sagen, was obere und was untere Idizes

sind: in % sind 7, obere und j, k untere Indizes! Der Vorteil ist, dass dieser Kalkiil “von
1

allein” arbeitet - was den Nachteil hat, dass man sich nicht mehr darum kiimmert, was
eigentlich an Struktur dahintersteckt!

Fazit: Hat man einen Tensor a € T;?(V), dann transformieren sich die Koordinaten bei
Basiswechsel geméf (4) bzw, (4’). Daher liest man in manchen Biichern auch solche For-
mulierungen wie: ” Ein Tensor ist eine Zuordnung, die jeder Basis in V ein System von
Zahlen a' so zuordnet, dass sich diese Systeme bei Basiswechsel gemif} (4) oder (4’) trans-
formieren.” - Naja...

Im Zusammenhang mit Tensoren fallen auch héufig Begriffe wie “invariant”, “unabhéngig
vom Koordinatensystem” usw. Das soll noch kurz erldutert werden. Direkt aus der Tensor-
definition folgt, dass fiir o € T und feste (aber beliebige) u1,...u, € V,v!,...v* € V* die
Zahl a(uyq, . ..,v*) vom Koordinatenssystem unabhiingig ist. In physikalischen Anwendun-
gen haben solche Groflen/Zahlen dann hiufig auch eine direkte physikalische Bedeutung.
Physiker “wissen” dann, dass diese Grofie ein “echter Skalar” ist, d.h. nicht einfach eine
Zahl, sondern in jedem Koordinatenssystem dieselbe Zahl!

FEinfache Beispiele fiir “offensichtliche Tensoren” sind die meisten vektoriellen Gréflen
wie Geschwindigkeit, Drehimpuls usw., die eben auch tensorielle Gréflen in dem Sinne
sind, dass sie Tensoren 1. Grades/1.Stufe sind. Ein nichttriviales Beispiel ist der sog.
Trégheitstensor, der bei der Behandlung des starren Koérpers auftritt (s.o.). Man beach-
te noch, dass hierbei - wie in vielen physikalischen Betrachtungen auch - nicht beliebige
Koordinatentransformationen sondern nur orthogonale ins Auge gefasst werden und man
sich automatisch in euklidischen Rdumen befindet. Das ist der Grund, weshalb man - zu-
mindest in der Mechanik - ganz selten zwischen oberen und unteren Indizes unterscheidet.
Gerade beim Tragheitstensor schaue man sich die verschiedenen Definitionen an: die Ko-
ordinatendefinition und die koordinatenfreie Definition (die das Vektorprodukt benutzt
s.0.).

12.2 Symmetrische und alternierende Tensoren

Bei den symmetrischen Tensoren beschranken wir uns im wesentlichen auf die De-
finition und konzentrieren uns dann auf die alternierenden Tensoren, da wir genau
diese fiir die Differentialformen benotigen. Ferner beschranken wir uns auf die kova-
rianten Tensoren 7,.(V').

Wir fithren das Symbol S, fir die Gruppe der Permutationen von {1, ..., 7} (also ei-
ner Menge aus r Elementen) ein (Sie erinnern sich: S, enthélt ! Elemente!). Wenn
m € S;, dann bezeichne sgnm das Vorzeichen der Permutation m. Wir fithren jetzt
noch folgende Operation auf den Tensoren a € T,.(V') ein. Fiir 7 € S, sei o™ definiert
durch
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a”(ul,...,um):::a(uﬂ—wlw...,uﬁ—qrﬂ.

Definition 12.5 Ein Tensor a € T,.(V') heifit:
symmetrisch vom Grad r, wenn fiir alle 7 € S, gilt: o™ = a;
alternierend vom Grad r (oder r-Form), wenn fiir alle 7 € S, gilt:

a™ = (sgnm) - a.

Achtung: auch hier sind die Bezeichnungen und Definitionen nicht einheitlich! Die
Definition von a™unter Benutzung von 7~ wurde gewéhlt, damit man z.B. erhilt:
(™)™ = ™™ fiir alle 7y, m € S;.

Satz 12.6 Fiir einen Tensor a € T,.(V') sind folgende Bedingungen dquivalent:
i)  « ist alternierend;

i) (v, ...,v.) =0, falls zwei Argumente ibereinstimmen;

iii)  a(vy,...,v.) =0, falls die vy, ..., v, linear abhingig sind.

Beweis: Ubungsaufgabel

Man iiberlege sich, welches Verhalten die Koordinaten eines alternierenden Tensors
aufweisen.

Bezeichnung: Fiir die Menge der alternierenden Tensoren vom Grad r fithrt man
gewohnlich das Symbol A, (V') ein. Wir benutzen aber - aus Griinden, die in Kiirze
klar werden, gleich das Symbol: A" V* (r-faches d&uBeres oder Keilprodukt von V*).
Spezialfille: A\°V* =R, A'V* = V*

Aus der Definition folgt: A* V* = {0} fiir k > n = dim V. Die Dimension des Vek-
torraumes /\" V* werden wir weiter unten bestimmen.

Das wichtigste Beispiel fiir alternierende Tensoren sind die Determinanten! Seien
ft,..., fr € V*. Dann ist die Abbildung

(ul,...,lh) — det(fi(uj)), Uj - L/
eine r-Form (es ist in gewissem Sinne der Prototyp einer r-Form).

Man kann aus einem gegebenen Tensor auf verschiedene Weise einen alternierenden
Tensor erzeugen. Dazu betrachten wir die folgende lineare Abbildung (Antisymmetri-
sierungs-oder Alternierungsabbildung) A : T,(V) — A" V* definiert durch:

1 , -
Aa = ] Z sign(m) o™, aeT. (V).

TESy

d.h. )
(Aa)(ug, ..., uy) == ] Z sign(m) a(ur-131), -+ Ur-1())
TESy

Achtung! Der Faktor (1/r!) ist reine Konvention, die dann aber Auswirkungen auf
viele weitere Formeln hat. Man muss in Biichern genau beachten, wie die jeweiligen
Operationen definiert sind!
Beispiel: Sei a = f ® g; f,g € V*. Dann ist Aa = %(f ®Rg—g f).
Die Konvention iiber den Faktor garantiert z.B., dass die folgenden Formeln so
einfach aussehen (und ohne zusétzliche Faktoren geschrieben werden miissen.
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Lemma 12.7 i) A ist eine Projektion, d.h. A> = A (d.h. wenn o € \"V*, dann
ist Ao = «).
ii) Fira e T,(V), 8 € Ts(V) gilt:

Ala® ) = Ala® AB) = A(Aa ® () (5)
Beweis: s. Literatur (z.B. Loomis; Sternberg: Advanced Calculus).
Als néchstes fithren wir eine Multiplikation zwischen alternierenden Tensoren ein,

die wieder alternierende Tensoren erzeugt.
Das auBere Produkt (Keilprodukt, Dachprodukt)

Wir definieren auf folgende Weise eine Abbildung:

r+s
A /\v*x/\v*ﬁ/\v*

Wenn o € \"V*, 5 € A\°V*, dann sei

Aﬂ—(HS) Aa®p) (N
Beispiel: Seien f,g € V* also f =«a,9g=03,r=s5=1.
91
f/\g—l,l, (f@9) =1 (f®g 9&f).
Damit hat man: ) )
| f(u v
(f/\g)(u, U) = gu) g(v)|”

Wir sehen gleich weiter unten nochmals, auf welche Weise Determinanten und alter-
nierende Tensoren zusammenhéingen (in Heuser: Analysis 2 werden Determinanten
direkt zur Definition benutzt.)

Eigenschaften des dufleren Produkts

i) A ist eine bilineare Operation, d.h. (cay + dag) A B = c(aq A B) 4+ d(ae A ) und
analog im zweiten Faktor.

ii) Das Keilprodukt ist in folgendem Sinne nichtkommutativ (manchmal auch anti-
kommutativ genannt):

Firae \N"V* e N\ V* gilt:
aNf=(-1)"BAa.
iii) A ist assoziativ: fiir « € A" V*, 3 € N°V*, v € \'V* gilt:

ANBAY) =(@nB)ny="TE e pe ).

rlslt!

Ganz allgemein gilt (mittels Induktion zu zeigen): wenn

ale N(V)i=1,.. .k ri+-+r=r

dann ist



Alle diese Eigenschaften sind (mitunter etwas technisch) aus der Definition und mit-
tels Lemma 12.7 nachpriifbar.

Folgerungen

i) Seien f,g € V*, dann ist f A g = —g A f. Insbesondere ist f A f = 0 fiir alle
fev~

ii) Wenn fie V* 1 <i<r, u; €V, dann ist

(FEA A Y gy ) = [ :

iii) Sei a € A"V*, v; = vle; € V, 1 < i < r. Dann gilt (zuniichst wegen der
Multilinearitét):

a(vy, .., v.) = a(vl'ej,, ..., vive;,) = vl v ale,, ... ej,).

(Es ist vielleicht wieder einmal angebracht, auf die Summenkonvention hinzuweisen.
In obiger Formel stehen r Summenzeichen, die Summation erfolgt jeweils von 1 bis

n.)

Man sieht, dass « eindeutig durch die Werte a(e;,, ..., e;.) bestimmt ist. Da aber
al(ej, ...,e;,) auch eindeutig alle Werte bestimmt, die durch Permutation der e;,
entstehen, benotigt man nur die Kenntnis von

alej, ..., e;) fir alle r-Tupel (1, ..., Jr), 1 < j1 < jo < ... < jr <.

Satz 12.8 Sei (ey,...,e,) eine Basis von V mit der dualen Basis (€', ...,e") von V*.
Dann ist ' '
(AN 1< i <jarr < jr <} (6)

eine Basis fir \"V*. Mithin gilt: dim \"V* = (7).
Beweis: Zunichst hat man fiir « € A" V*(C T,.(V)) nach Satz 12.4:
a=ale,...e; )" @ - @e".

Summation iiber alle r-Tupel (j;,...7,) von 1 bis n. Anwendung der Alternierung
A und Ausnutzung der Linearitét liefert:

a:Aa:a(ejl,...ejr)A(e”®---®e”):a(ejl,...ejr)-F-ejl/\---/\e”.

(hier wurde Eigenschaft iii) des &uBeren Produkts benutzt).

Aus der Antisymmetrie von « folgt, dass a(e;,, ... e;,) = 0, wenn die ji, .. ., j, nicht
voneinander verschieden sind. Weiter gilt: wenn sie voneinander verschieden sind
und 7 € S;, dann gilt:

a<€j17 s ejr) e AREERA e = a(eﬂ(jl)a - 7€7r(jr-))€7r(j1) ARERNA eﬁ(jr)'

(Man beachte: auf der rechten Seite miisste eigentlich noch (sign 7)*(= 1) stehen).
Es gibt aber genau r! solcher Permutationen. Damit hat man:

— J1 J
a= g alej,...,e;)et N Nelm

j1<“'<j'r
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Mithin spannt die Menge (6) tatsdchlich A" V* auf. Es bleibt zu zeigen, dass die
Menge (6) linear unabhéngig ist. Sei also

Z cjl_._jrejl A--Nelm =0.
1< <dir
Fiir festes (beliebiges) j1,..., ;. sei Il ,,..., I}, die komplementére Indexmenge zu

Jp <o <gpmitl , <--- <l . Dann gilt natiirlich auch:
Z cjl_njrejl Ao Aem Nelrit A el = 0.
J1< <
Diese Summe reduziert sich aber auf:
1 n __
cjrge N Net =0.

Da aber natiirlich e! A- - -Ae™ # 0, ist ¢j..jn = 0. Damit ist die lineare Unabhéngigkeit
der Menge (6) gezeigt.
[

Bezeichnung;:
Wenn o € A" V*, dann nennt man

— E R N Jr
o= Q.. 5, € N Ne

J1<-<jr

die Standarddarstellung von « (beziiglich der gegebenen Basis).

Jetzt versteht man auch, warum die Bezeichnung fiir die Menge der alternierenden
Tensoren vom Grad r so wie bei uns gewéhlt wurde. Aus (6) sieht man, dass die
alternierenden Tensoren gut durch V* A--- A V*(r Terme) zu bezeichnen sind. Ab-
gekiirzt wird das durch A" V*.

Beispiel:

Um das auBere Produkt von Formen zu bestimmen, benutzt man i.a. nicht (die viel
zu umsténdliche) Gleichung (A). Man benutzt einfach die Eigenschaften von A. Sei
also etwa: n =5, a = 2e! Ae? + el Aed 4+ 4ed Aet, B = 3e! + 4€®. Dann ist
aNB=2e'Ne*+el Aed+4e3 Aet) A (3e! + 4ed)

=2e' Ne2 A3el +2et Ae? Aded® + el AeP A3e! + el Aed A 4ded

+ 4e® N et A 3e! +4e® N et Ade® =
0+8c*Ae2Ae®+0+4e' ANeP NeP +12e' NeP Net +16e3 Net Aed .

In der néchsten Definition wird ein wichtiger Begriff definiert (der an vielen Stellen
in der Mathematik vorkommt).

Definition 12.9 (pull-back; Riicktransport) Seien V, W Vektorrdume, ¢ : V —
W eine lineare Abbildung. Dann induziert ¢ eine lineare Abbildung

" T.(W) — T,.(V) fiir alle r
gemaf
(P a)(ur, ... ur) == ale(ur),...,o(u.)), acT (W), u,...,u. € V.

Die r-Form ¢*a heifit pull-back (Riicktransport) von « (beziiglich ¢).
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Man hat also:

*

VEW = T.(W)Z%T.(V) v
Eigenschaften des pull-back:

Do s NW— NV

ii) (o )" = @*op* fir V& W5 X

iii) o*(a A B) = p*a A "B fira € N"W*, e N"W*.
Beweis: UA.

12.3 Differentialformen

Unser Ziel besteht darin, Differentialformen iiber Mannigfaltigkeiten zu integrieren.
Wie wir wissen, sind die grundlegenden linearen Objekte, die einer Mannigfaltig-
keit M zugeordnet sind, die Tangentialrdume 7,M,p € M (und damit sind auch
automatisch die Dualrdume (7,M)* = Ty M gegeben). Diese beiden Réume werden
dann die Rolle von V und V* iibernehmen.

Wir beginnen aber zunéchst mit der Definition von Differentialformen in offenen
Mengen U C R" (man beachte hierbei: wenn p € U, dann ist T,U = R™ = TxU).
Die natiirliche Basis in R™ sei (¢;).

Definition 12.10 i) Ein Vektorfeld v in U ist eine Abbildung v : U — R"
(genauer: p — v(p) € R" = T,U).

ii) Ein Tensorfeld (s-fach kontravariant, r-fach kovariant) in U ist eine Abbildung
a:U — T?(R"™) (genauer: p — a(p) € T(T,U) = T:(R™)).

iii) Eine Differentialform vom Grad r ist eine Abbildung w : U — A" (R™)
(genauer: p — w(p) € N'(T;U) = A" (R™).
Grob gesprochen: fiir jedes p € U ist w(p) eine r-Form.
Bezeichnung: Die Menge aller Differentialformen vom Grade r in U bezeichnen
wir mit Q"(U). (Manchmal werden wir auch Differentialformen vom Grad r
einfach als r-Formen bezeichnen).
Man sagt, w € Q"(U) ist k-mal stetig differenzierbar (w € C*(U)), wenn die
Abbildunge p — w(p)(vy,...v,) k-mal stetig differenzierbar (als Abbildung
von U — R also) fiir jedes (feste) r-Tupel (vq,...v,) von Vektoren aus R".

Tensorfelder bzw. Differentialformen vom Grade Null sind einfach reelle Funktionen
in U. Im folgenden behandeln wir nur noch Differentialformen

Koordinatendarstellung von Differentialformen

Seien z', ... 2" die kanonischen Koordinatenfunktionen in U (oder auch in ganz R"),
d.h. z%(pt, ... p") = p'. Ferner seien dz* die zugehorigen (Koordinaten-)Differentiale,
d.h. dz'(p) = da' fiir alle p € U mit: dz'(h) = h' fiir alle Vektoren h € R™. Mit
anderen Worten: Die dz® sind gerade die duale Basis (e’) zur kanonischen Basis (e;)
in R”. Das bedeutet also: (dz') ist eine Basis fiir 7U = R™*. Unter Benutzung von
Satz 12.7 gilt:

{da™ N Ndx'm 1 <4y <idg <---<i, <n} (7)
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ist eine Basis fiir " R™".
Mithin hat jedes w € Q"(U) die Standardarstellung
w= Z fiya dz™ A - Ada™r (8)
<<y

mit eindeutig bestimmten Funktionen f;, ,; : U — R. Wenn alle f. € C*(U), dann
ist auch w € C*(U).

Bemerkung: Wir werden Differentialformen nicht notwendigerweise immer in Stan-
darddarstellung angeben.

Beispiel fiir das Rechnen mit Koordinatendifferentialen:

Sein =2, u=(u!,v?)’,v=(v',v*)T € R% Dann gilt:

dr'(u) dx'(v) _
dr?(u) dx?(v)

ul ol

u? v?

(dz' A dx?)(u,v) =

und das ist gerade der Inhalt des von u, v aufgespannten Parallelogramms (eine ana-
loge Interpretation fir grofere n).

Algebraische Rechenregeln fiir Differentialformen

Alle algebraischen Rechenoperationen werden punktweise definiert.

i) Seien w,o € Q"(U), f : U — R. Dann ist
(w+0)(p) =w(p) +o(p),(f-w)(p) = f(p) - wlp) fir alle p € U.

ii) Firw e Q" (U),0 € Q*(U) ist w Ao € Q"5(U) definiert durch
(wAo)(p) =w(p) Ao(p).
Speziell ist fiir in U definierte Funktionen f:
fAw=wAf=Ff- w.

Wir werden laufend die folgenden Rechenregeln benutzen (vgl. die Eigenschaf-
ten des duBeren Produktes):

dz' N dx? = — da? A dat, dz' A dz' =0

Als néchstes definieren wir einen auflerordentlich wichtigen Ableitungsbegriff fiir
Differentialformen:

Die #uflere Ableitung (Cartansche Ableitung)

Definition 12.11
i) Die duBere Ableitung einer 0-Form f (€ C*(U),k > 1) ist die 1-Form

~Of w_Of 4
df =S 2 ggh = 9 gk,
f ; o+ T ok
(Das ist also das iibliche Differential der Funktion f.)
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i) Seiw=Y fi.idztA---ANdx'm € Q(U).
i< iy

Dann ist die duBere Ableitung dw € Q"™ (U) definiert durch
do= Y dfi.i Ada" A Ada
1 <<l

Hierbei ist df  in i) definiert. Die oben definierte (r+1)-Form dw ist noch nicht
in Standardarstellung gegeben.

Wir geben jetzt drei Standardbeispiele an. Dabei seien der Einfachheit halber alle
Differentialformen in ganz R" fiir das entsprechende n definiert und differenzierbar.

Bemerkungen 12.12 (Standardbeispiele)
Beispiel 1
Es sein =2, w = Pdr+ Qdy. Dann gilt:

dw =dP Ndzx 4+ dQ N dy
= (a—Pda: + 8—de> Adx + (a—de + a—Qdy> A dy

ox dy Oz dy
00 OP

( Griile von Gauf3 im R?!)

Beispiel 2
Sei w = fidz'. Dann ist (UA!)

dw:Z(@xJi _8x1>dx A da’.

1<j

Speziell fiir n = 3 und w = Pdx + Qdy + Rdz erhélt man:

~ (OR 0Q oP OR 0Q 0P
dw—(ay 8z)dy/\dz+(82 8:p)d2/\dx+<8x ay)dx/\dy.

(Stokes lisst griifien!)

Betrachtet man das Vektorfeld v := (P, Q, R)T, dann sind die Koeffizienten in obi-
gem dw gerade die Koordinaten von rot v!

Beispiel 3
Sei n =3, w= Pdy A dz + Qdz A dx + Rdx A dy. Dann gilt UA!):
(8]3 0Q OR
dw =

—+ —+— |de ANdyANd
8x+8y+8z> TAayhaz

( Griifle von Gauf} im R?)

Betrachtet man wieder das Vektorfeld v = (P, Q, R)T, dann steht als Koeffizient in
dw gerade div v !

Beachten Sie, dass in manchen Féllen die Formen nicht in der Standarddarstellung
aufgeschrieben sind (weil man dann geeignete Interpretationen besser sieht!)

33



Der néchste Satz fasst wichtige Eigenschaften und Rechenregeln fiir die duflere Ab-
leitung zusammen.

Satz 12.13
i) d: QUU) — QF(U) ist eine lineare Abbildung:
dAw +po) =X-dw+ p-do  fir alle \,p € R, w,0 € Q"(U).

(Manchmal wird zur Kennzeichnung des Definitionsbereiches von d genauer
geschrieben: d,.)

ii) Firwe Q' (U),0 € Q(U) gilt:
dwAo)=dwAo+(—1)wAdo.
(Das ist also eine Art Produktregel.)

ii1) (erster Teil des Lemmas von Poincaré): Fiir alle w € Q"(U) gilt
d(dw) =0, d.h. grob gesprochen: d*> =dod = 0.

(Genauer wiirde man schreiben: d,,; o d, = 0, und diese “0” ist die Differen-
tialform Null vom Grade (r+2), d.h. die Differentialform, die in jedem Punkt
p € U die (r+2)-Form Null ergibt. Diese (r+2)-Form bildet also alle (r+2)-
Tupel von Vektoren auf die Zahl Null ab. Durchdenken Sie das genau!)

Beweis: Uberall ist natiirlich vorausgesetzt, dass die Differentialformen so oft dif-
ferenzierbar sind, wie es fiir die Eigenschaften mindestens notig ist.
i) Das ist trivial und folgt direkt aus der Definition.
Fiir den Beweis von ii) und iii) machen wir eine Konvention iiber eine sehr effektive
Schreibweise (vergleiche etwa Browder):
Statt w =Y. fi,i.dx" A--- Adz" schreiben wir:
i1 < <ir
w = Z frdz' mit da’ =da" Ao Adatr,
[I|=r
wobei I = (iy,...,i.),1 < i3 < --- <14, < n alle strikt aufsteigenden Multiindizes

der Lénge |I| = r durchlduft.
ii) Wir behandeln zuerst den Fall r = s = 0, d.h. f,g € C'(U). Da

9 L of oy

erhalt man

d(f-g)=d(frg)=df g+ [-dg=df Ng+ fNdg (9)
Sei nun allgemein: w = Y frdx!, 0 = > gydz’. Dann erhilt man:
|I|=r |J|=s

who= ) frgdat Nde? =) frgsdat Nda?.
1,J

[|=r,[J|=s

34



Unter Benutzung der Eigenschaft iii) auf S. 28 und der Linearitidt von d folgt:

dwNho)= Z(gjdf[ + frdgy) A dx' A da?
1,J

= gsdfs Nda' Ada’ + (=1)" frdz' Adgy A da’
I1,J

=doNo+ (—1)'wAdo

Der Faktor (—1)" entsteht durch r-maliges Vertauschen von jedem dx’ aus dg; mit
dz A -+ Adz' aus dz'. Damit ist ii) gezeigt.

iii) Der Beweis ist eine schone Anwendung des Satzes von Schwarz tiber die Ver-
tauschbarkeit der partiellen Ableitungen. Sei zuerst wieder r =0, f : U — R. Also:
df = g afz dz'. Nimmt man nun in den Standardbeispielen (12.11) in Beispiel 2 statt
der dortigen f; jetzt %, dann erhélt man:

B o0 of 9 Of\ .. .,
d(df) _Z(axi%_@axi>dx Adz? = 0.

i<j

Sei nun allgemein

w= Z frdxt, also dw = de;/\da:f,

[|=r [I|=r

dann erhélt man mit ii):

d(dw) =Y (d(df;) Adx" — dfy Ad(da") = 0.

[1]=r

Dabei ist wegen des oben betrachten Falles r = 0 der erste Summand Null, weil
d(df;) = 0. Das ,,— “ ist (—1)!, da df; eine 1-Form.

AuBerdem gilt: d(da!) = d(1 - dx!) = d(1) A dz! = 0, womit der zweite Summand
verschwindet.

Wir fiithren noch folgende Begriffe ein:

Sei U C R" offen.

i) Eine stetig differenzierbare k-Form w in U heiit geschlossen, wenn dw = 0.

ii) Fiir £ > 1 heit eine stetige k-Form w in U ezakt (oder total), wenn es eine stetig
differenzierbare (k-1)-Form ¢ in U gibt mit do = w.

Damit lautet die Aussage ii) des obigen Satzes: w exakt = w geschlossen.

Das Lemma von Poincaré macht nun Aussagen iiber die Umkehrung. Diese héngt
von der Topologie /Geometrie des Gebietes U ab. Die Umkehrung gilt generell fiir
einfach zusammenhingende U. Ahnlich wie bei der Wegunabhiingigkeit von Kur-
venintegralen formulieren wir das Lemma aber fiir sternférmige U.

Lemma von Poincaré :
Sei U C R offen und sternférmig, w eine stetig differenzierbare k-Form (k > 1) in
U. Dann gilt:

w geschlossen <= w exakt .
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Den Zusammenhang mit Kurvenintegralen werden wir in den Ubungen behandeln.

Pull-back (Riicktransport) von Differentialformen

Sei ¢ : V C R - U C R? eine glatte Abbildung zwischen den offenen Mengen
V,U. (Wir deuten mit den unteren Indizes in R an, wie die Variablen bezeichnet
werden sollen.) Man hat also: p(t) = (p'(t, ..., t™),...¢"(t',...t™))T (Spalten-
schreibweise der Vektoren).

Dieses ¢ induziert eine Abbildung ¢* :  Q"(U) — Q"(V), (vgl. mit Definition
12.8). Im einfachsten Fall: 7 = 0 hat man: f € Q%U) = ¢*f = fop € QUV),
d.h. (p*f)(t) == f(e(t)). Das ist uns schon frither begegnet. Allgemein lautet die
Definition so:

Definition 12.14 Seien U,V, ¢ wie oben, w € Q7" (U). Dann heifit p*w gegeben
durch

(@) () (V1 oo o) 1= (PO BV, s @' (E)0r) (10)
der pull-back (Riicktransport) von w unter ¢.

Ubungsaufgabe: Man zeige, dass folgendes gilt. Wenn

ST fueadz A Adat € QD)

11 < <ip

dann ergibt sich

pwi= Y (fui0p) dp A Adp” (11)

11 <<l

Man errechnet ¢*w also, indem man in (11) einsetzt: dp®* = %O%dtj und dann die
Rechenregeln fiir das duflere Produkt anwendet.

Beispiel

Wir demonstrieren das in einem ganz einfachen Fall. Sei r = 1, w = f;da? (beachte,
dass man bei der Summenkonvention immer wissen muss, wie weit die Summation
geht, hier also von 1 bis n). Wir berechnen ¢*w und insbesondere die Wirkung auf
einen Vektor v € R™:

n

go*wzz ngdgp—izm: Spdtj

i=1 i=1 j=1

Sei nun v = (v!,...,v™)T € R™ und ¢’ = (%),mit 1<i<n,1<j<mdie

zugehorige Ableitung. Dann ist:

(o)) = 33 ety 2o aro

n m n 12
=3 et (Z 03;%) O
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Die Struktur und Logik der Gleichung (12) ist also: (¢*w)(t)(v) = alte Form w,
genommen am Bildpunkt ¢(t) und angewendet auf den Bildvektor ¢'(t)v.
Und so ist auch die Interpretation bei Formen héherer Ordnung.

Satz 12.15 (Eigenschaften von ¢*)
Seien U, V, p wie oben, w,wi,wy € Q"(U),0 € Q*(U),\,n € R.

i) ©* ist linear: o*(Awy + pws) = Ap*wy + pp*ws;

i) ©* ist multiplikativ: p*(w A o) = *w A p*o;
ii1) ¢* und die duflere Ableitung d vertauschen: d(p*w) = ¢*(dw);
i) Wenn W C RP offen, o : W — V stetig diffbar, dann ist

(poth)'w=(¥* 0" )w =" (p'w)

Beweis: Wir zeigen nur iii). Sei zuerst » = 0, d.h f: U — R. Dann ergibt sich mit
der Kettenregel:

d(w*f)zd(fow)zdf( HE ), ()

=3 AR =33 (Gev) G

7j=1 =1
= 1<axioso>dso = (;axid:c>—s0(df)

Nun behandeln wir den allgemeinen Fall:
Sei w = Y frdx!. Dann ist p*w = Y (f1 o p)dp!. Andererseits erhilt man mittels
T

T
des eben betrachteten Spezialfalls:
= Z d(frop) Ndo' = Z o (dfr) o' = Z " (dfr) A " (da')

= ( unter Benutzung von ii) Z dfy A dx') = o*(dw)
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12.4 Integration von Differentialformen auf Mannigfaltig-
keiten

Unser Ziel besteht darin, k-Formen auf k-dimensionalen UM zu integrieren. Das
wird dadurch geschehen, dass man mittels Parameterdarstellung die Form von der
Mannigfaltigkeit in den R* zuriicktransformiert und dann den pull-back integriert.
Daher erscheint es logisch, zuerst die Integration von k-Formen im R* zu erkléren.

Definition 12.16 Sei U C R¥ offen, w = fdz! A --- A da* eine k-Form in U. Dann
heifit w iiber A C U integrierbar, wenn f|A(= f o xa) integrierbar ist. In diesem

Fall setzt man:
‘/w—/f dﬁ:/? (13)

Bei der Integration von Differentialformen spielt die Orientierung eine Rolle. Dazu
zunéchst:

Lemma 12.17 Seien U,V C R¥ offen, ¢ : U — V ein Diffeomorphismus, w eine
stetige k-Form auf V und A C U kompakt. Dann gilt:

/ W= /cp*w falls ¢ orientierungserhaltend, d.h.det ¢’ > 0 in U

©(A) A

/ W = —/gp*w falls ¢ orientierungsumkehrend, d.h.det ¢’ < 0 in U

®(4) A

Beweis: Wenn w = fdz' A --- A de®, dann ist (vgl. auch UA):
©'w=_(fop)dp'A---Ndp" = (fop) dety -dx'A...dz"

Also ergibt sich unter Beriicksichtigung der Transformationsformel fiir Mehrfachin-

tegrale:
/w—/f m—/f )) | det '(2)] d

©(A)

= /gp*w falls det ¢’ > 0
A

—/go*w falls det ¢’ < 0
A

Sei nun M C R" eine k-dimensionale UM. Eine r-Form auf M ist eine Abbildung
w:zrzeM—w)e N'TiM

Der einfachste Standpunkt ist vielleicht der folgende:

Sei U C R" offen, M C U und w eine r-Form in U Dann wird w auf M eingeschrankt.
Das bedeutet folgendes:
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wenn w = > fi o dx A ANdrtr, (1 <idp < -+ <, <n) gegeben, fin U
11 <<y

definiert, dann wird nur f(p),p € M betrachtet. Ferner ist dz®* A - - - A dz' zwar fiir
alle r-Tupel von Vektoren aus dem R™ erklart, wir betrachten aber nur r-Tupel von
Vektoren aus T,M (= R*) C T,U(= R")

Damit ist klar, dass es auf einer k-dimensionalen UM ho6chstens Formen bis zum
Grade k gibt (die von hoherem Grade sind dann alle Null). Bezeichnung fiir die
Differentialformen auf M vom Grad r: Q" (M).

Als néchstes wollen wir definieren: [w, wobei w € Q¥(M), M eine orientierte k-

dimensionale UM des R", A C M eing kompakte Teilmenge. Die Definition geschieht
(in Analogie zu Abschnitt 11.3, 11.4) in zwei Schritten.

1. Schritt:

Angenommen, es existiert eine positiv orientierte lokale Parameterdarstellung:

o: T —d(T)C Mmit AC O(T)

(kurz: A liegt in einem Kartengebiet). Dann setzt man:

A d-1(A)

Diese Definition ist wieder von der Parameterdarstellung unabhéngig, d.h.
wenn & : Ty — &(T7) € M, A C ®1(T}) eine weitere positiv orientierte Parame-

terdarstellung, dann gilt:
/ P*w = / dlw.

@~1(A) o7l(A)
Das zeigt man unter Benutzung des Kartenwechsels genau wie Satz 11.16. unter
Beriicksichtigung der Eigenschaften des pull-back.
2.Schritt

Wenn A nicht in einem Kartengebiet enthalten ist, dann benutzt man wieder Zerle-
gung der Eins.
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12.5 Der allgemeine Stokes’sche Integralsatz

Um den allgemeinen Stokes’schen Integralsatz formulieren zu kénnen, benétigen wir
den Begriff der Mannigfaltigkeit mit Rand (oder: berandete Mannigfaltigkeit). Hier-
bei ist es wichtig den Begriff des topologischen Randes einer Menge vom Rand einer
Mannigfaltigkeit zu unterscheiden. Ein paar Beispiele mégen das verdeutlichen, be-
vor wir die genaue Definition geben.

1. Eine abgeschlossene Kreisscheibe K in der Ebene ist eine Mannigfaltigkeit mit
Rand, wobei der Rand die Kreislinie ist. Dieser Rand ist sowohl der Rand im topo-
logischen wie im Mannigfaltigkeitssinn!

2. Eine offene Teilmenge U C R™ ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ohne
Rand. Im topologischen Sinne hat U natiirlich einen Rand!

3. Betrachte einen Zylinder Z ohne oberen und unteren Deckel (also: eine Konserven-
dose, wo der ober und untere Deckel abgeschnitten ist). Als Untermannigfaltigkeit
im R3 sind die obere und untere Deckelkreislinie der Rand der Mannigfaltigkeit. Der
topologische Rand féllt aber (natiirlich!) mit Z zusammen!

Um Mannigfaltigkeiten mit Rand zu definieren und die Randpunkte zu charakterisie-
ren, verwendet man 2 Typen von Karten/ Parameterdarstellungen. Dazu benétigen
wir ein paar Bezeichnungen und Begriffe. Sei

R* = {(z1,...,) € RF: 2; <0}

ORF = {(z,...73) € R* : 2y = 0}

(Im Falle & = 2 ist also R? die linke Halbebene und dR? die y-Achse.) Jetzt defi-
nieren wir die in R* offenen Teilmengen als die relativ offenen Mengen, wenn man
R* als Teilmenge von R* betrachtet. Das bedeutet Folgendes.

Eine Teilmenge T' C R* heifit offen beziiglich R* | wenn es ein in R¥ offenes 1" gibt
mit: T'=T' NR".

Mithin existieren in R* zwei Typen von offenen Mengen: solche, deren Durchschnitt
mit OR* leer ist (das sind die iiblichen offenen Mengen) und solche, die mit OR*
einen nichtleeren Durchschnitt haben.

Definition 12.18 M C R" ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand,
wenn es um jeden Punkt p € M eine lokale Parameterdarstellung (bzw. Karte):

d: T—W=9T)C M,pc®T), T offen in R¥

gibt. Der Punkt p heift Randpunkt der Mannigfaltigkeit, wenn p = ®(t),t € TN
ORk  d.h. t = (0,%,...,t%). Die Menge aller Randpunkte wird mit OM bezeichnet
(in der Hoffnung, dass es keine Verwechslung mit dem topologischen Rand gibt).
Parameterdarstellungen mit TNAIR® # () (bzw. die dazugehérigen Karten (W, 1))
werden auch randadaptiert genannt.

Bemerkungen:

i) Da wir immer hinreichende Differenzierbarkeit der ® voraussetzen, muss noch
gesagt werden, was das im Falle der randadaptierten Parameterdarstellungen be-
deuten soll. Dann sei ® einfach in 7" hinreichend oft diffbar.

ii) Manchmal wird auch eine Mannigfaltigkeit gleich im Sinne der Definition 12.17
definiert. Dann kann es also passieren, dass der Rand leer ist.

iii) Im Falle der Kompakta mit glattem Rand (vgl. Satz von Gau$) féllt der topolo-
gische mit dem Mannigfaltigkeitsrand zusammen!

Den néchsten Satz geben wir ohne detaillierten Beweis an.
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Satz 12.19 Sei M eine berandete Mannigfaltigkeit der Dimension k. Dann gilt:
i) OM ist eine (k — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit ohne Rand.
ii) Wenn M orientierbar, dann auch OM.

Wir kommentieren den Satz und die Beweisidee etwas.

Wenn p € OM und (P,7T) eine lokale Parameterdarstellung um p, dann sei T =
{u e RF': (0,u) € T} und ®(u) := ®(0,u). Dann ist T eine offene Teilmenge in
R =1 und man iiberzeugt sich leicht, dass (<i>, T) eine lokale Parameterdarstellung
um p € OM. (randadaptierte Parameterdarstellungen fir p € OM als (k — 1)-
dimensionale UM gibt es dann also nicht!).

Was die Orientierbarkeit von OM betrifft, so gibt es verschiedene Zugénge (ein di-
rekter Beweis unter Benutzung der (CfD, T) ist im Buch von Browder enthalten; man
beachte, dass dort andere Bezeichnungen benutzt werden). Unsere Bezeichnungen
sind mehr dem Buch von Forster (Analysis 3) angelehnt. Man vergleiche den dorti-
gen Beweis etwa S. 267 ff.)

Argumentiert man mehr anschaulich, dann erfolgt die Orientierung des Randes (als
sog. induzierte Orientierung von M) wie folgt. Sei p € OM, (®,T) eine randadap-
tierte Parameterdarstellung. Den Vektor v := ®'(p)(e;) € T,M nennen wir nach
auflen zeigend. Dann sei eine Basis (wy, ..., w,_1) von T,(0M) genau dann positiv
orientiert, wenn (v, wy, ..., w,_1) in T,M positiv orientiert ist.

Betrachtet man etwa wieder eine abgeschlossene Kreisscheibe K C R? und orien-
tiert den Rand im mathematisch positiven Sinne, dann ist das gerade die induzierte
(positive) Orientierung aus dem R?. Betrachtet man némlich den nach aufien zeigen-
den Normalenvektor n an den Rand ( das entspricht dem v ), dann erhélt man die
positive Orientierung in 7,(0K) durch den Tangentialvektor ¢t und das Paar (n,t)
liefert in der Tat die positive Orientierung des R2.

Wir behandeln gleich den Spezialfall M = R* ,0M = OR* Der Rand dR* ist die
durch {z : 2! = 0} beschriebene (k — 1)-dimensionale Hyperebene. Das dufere Ein-
heitsnormalenfeld ist gegeben durch n(z) = e; = (1,0,...,0). Der Rand OR* kann
durch eine einzige Parametrisierung beschrieben werden:

P RF1 — OR* = (¢!, .. tF ) = (0,8, .. 8P,

Wenn OR*™! mit dieser Karte /Parametrisierung orientiert wird, dann entspricht
n = e; der positiven Orientierung.

Wir benétigen noch den Begriff des Trigers einer Differentialform. Dieser Begriff ist
analog zu Funktionen erklart:

suppw = {p € M : w(p) # 0}.

Man beachte, dass die Null in der Klammer fiir die Nullform vom Grade k steht!
Wir zeigen jetzt das Theorem von Stokes fiir den Halbraum und werden den allge-
meinen Fall dann darauf zuriickfiithren.

Satz 12.20 Sei w € QFY(RF) stetig differenzierbar mit kompaktem Triger. Dann

gilt:
/dwz /w (15)

ARk
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Beweis: Sei w gegeben in der Standarddarstellung
k —~
w= Z(—l)j_lfjdxl Ao ANdzi A - A da®
j=1

(wobei dzi den fehlenden Term bezeichnet.). Kompaktheit des Trégers bedeutet,
dass alle f; kompakten Tréger haben (mehr noch: alle f; verschwinden auflerhalb
einer gemeinsamen kompakten Menge K C R¥). Dann erhiilt man (vgl. UA)

k
dw:< %>dm’1/\-~Ad:ck.

J
= ox

Mit obiger Parameterdarstellung ® : R¥~! — 9R* folgt:

k
D'w=S (=1L (f;0®) dD A AdDI A - A dDF 16
J

J=1

Nun ist aber:
Pl(t) =0, ®I(t) =771 also dP! = 0, d®/ = dt/~! jeweils fiir j = 2,..., k.
Damit bleibt aber in (16) nur ein Summand iibrig, ndmlich der erste:

d*w(t) = f1(0, ..ttt A A dtPT

Damit erhdlt man unter Beriicksichtigung von (14):

/w:/fl(O,tl,...t’“_l)dtl...,dtk_l. (17)
Rk—1

ORk

Nun zur Berechnung des anderen Integrals in (15).
Unter Beachtung von R = R_ x R*~! erhilt man

k
/dw: / ( %) dzt ... dx".
, lﬁxﬂ

RF R_xRk—1 N7

Berticksichtigt man nun, dass alle f; kompakten Trager haben, dann erhélt man:
fiir die erste Variable z':

0

/%(ml’...,xk)dxl - / %(Qil,...,xk)dxl :f1(0,$2,...,xk),

R_ —00

und fiir die anderen Variablen:

+o0o
a—fj.d:r;l...dxk: / /a—fj.dzj d:cl...d/x\j...dxk.
oxJ oxJ

RFE R_ xRk—2
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Klar, das innere Integral ist gerade das Integral iiber R, eben nur mit Grenzen
geschrieben. Weil die f; aber kompakten Trager haben, verschwindet genau dieses
Integral. Damit erhélt man also nur den Anteil von f;, also insgesamt:

/dw:/fl(o,xZ,...,xk)d:E?...dxk:/fl(o,tl,...,tk—l)dtl...dtk—l.
REk—1 Rk—1

Rk

Und das ist aber gerade (17). Damit ist die Gleichung (15) gezeigt.

Jetzt formulieren wir das allgemeine Theorem von Stokes.

Theorem 12.21 (Theorem von Stokes) Sei M eine orientierte k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R™ mit Rand OM, der die induzierte Orientierung trdgt.
Ferner sei w eine stetig differenzierbare (k—1)-Form auf M mit kompaktem Trager.

Dann gilt:
/ dw = / w (18)
M oM

Beweis: Wir skizzieren nur die Beweisidee.

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit moge eine solche Parametrisierung ® : T —
M mit supp w C ®(T) existieren (sonst wieder mit Zerlegung der Eins). Dann setzen
wir den Riicktransport ®*w (mit supp ®*w C T') auf ganz R* mit Null fort zu einer
stetig differenzierbaren Differentialform (wir benutzen fiir die fortgesetzte Form die
gleiche Bezeichnung). Da M eine Mannigfaltigkeit mit Rand ist, gibt es fiir T zwei
Moglichkeiten:

1. T ist eine offene Teilmenge von R*. Dann ist supp w N M = (). Damit ver-
schwindet aber das rechte Integral in (18). Nach unseren Betrachtungen im Beweis
von Satz 12.20 ist aber auch das linke Integral Null.

2. T ist offen in R¥ und hat mit dem Rand von R* einen nichtleeren Durchschnitt.
Da wir ®*w auf ganz R* fortgesetzt haben, gilt:

/dw = / dw = /@*(dw) = ( weil d und ®* vertauschen )
M o(T) T

:/d(@*w) :/d(CD*w) = (nach Satz 12.19) = /@*w

T Rk ORF

= / ®*w = durch Einschréinkung von ¢ auf 07T = / w

oT (A7)

:/w

oM

Bemerkung:
Beriicksichtig man die Standardbeispiele 12.11, dann erhélt man als Spezialfille des
allgemeinen Satzes von Stokes die klassischen Integralséitze !
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