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Einleitung und Wiederholung

0.1 Einleitung

e Vorginge mit Zeitabhingigkeit und zufélliger Komponente:
stochastische Prozesse

e wichtig in natur- und sozialwissenschaftlicher Modellierung, z.B.

— Schwimmbewegung eines Einzellers
— Bildung (oder Riickbildung) von Verbindungen in sozialen Netzwerken

— Preisprozess einer Aktie

Frage: Abhéngigkeitsstruktur (Ist morgen von heute abhéngig?)
Bekannt: Folgen von iid ZV aber nicht allgemein genug
Deshalb: neue Abhéngigkeitsstruktur sind Martingale:

e faires Spiel zwischen Personen A und B
e beste Vorhersage des zufilligen Wertes ist der momentane Wert

e neutraler stochastischer Prozess ohne systematischen Trend zum Auf- oder
Abstieg

= mathematisch reichhaltiges Objekt
Wichtigstes Beispiel in stetiger Zeit: Brownsche Bewegung

0.2 Bedingte Erwartung

Sei (2, 47,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir eine ZV X : Q — R, p € [1,00),
definieren wir die L,-Norm

(I [|X|p])% €[0,00] und den Raum
{X:Q->R: X ist &/-mb und ||X]|, < oo} .

X1l
°(Q, o/, P) :

Der Raum LP(£2, .o/, P) ist ein normierter Vektorraum, fiir p # 2 ein Banachraum und
fiir p = 2 ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (X,Y), := E[XY] = [, XY dP.
X,Y € L? heien orthogonal, wenn gilt (X,Y ), = 0.

Achtung: orthogonal # unabhéngig
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Sei # ¢ & eine Unter-o-Algebra. Dann ist L2(2,.%,P) ein abgeschlossener und
isometrisch eingebetteter Unterraum von L?(€), <7, P). Dabei heifit isometrisch ein-
gebettet, dass ||X||z2¢2) = || X||r2(w) gilt. Aus der Hilbertraumtheorie ist bekannt,
dass jedes X € L?(«/) eine eindeutige Orthogonalprojektion auf dem Unterraum
L2(.F) hat. Diese heift bedingte Erwartung (bzgl. .%), wir schreiben E7[X]
oder E[ X|.%#]. Als Orthogonalprojektion gilt

X-E[X|Z]|, = inf ||X =Y}
| [X[Z 11l yir%(y)” 2

Interpretation: E[X|.%] ist die beste Schéitzung fiir X mit Information aus 7.
Eigenschaften : XY € L?(&)

(a) .7 : E[E[X|F]|2] = E[X|A] (Turmregel)
(b) E[aX +bY |F]|=aE[X |Z#]+bE[Y |#] (Linearitét)
(c) E[XZ|F]|=Z -E[X|#] VZeL>=(%) (Pull-Out)
(d) X <Y = E[X|Z7]<E[Y|#] (Monotonie)
(e) |E[X|Z#]| < E[|X||#] (Dreiecksungleichung)

Die bedingte Erwartung lisst sich eindeutig durch stetige Fortsetzung auf L'(.<)
erweitern. Die Eigenschaften (a)-(e) gelten weiterhin fir X,Y e L'(«/), Z € L'(.%).

weitere Eigenschaft: Fir X € L'(&/) und Y e L'(.%) sind dquivalent
(i) Y =E[X|#] fs.
(i) [,VdP=[,XdP VAeF

Fiir unabhéngige ZV gilt auflerdem: X 1 . = E[X|Z]=E[X].
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Kapitel 1

Martingale

1.1 Beispiel. Spiel zwischen zwei Personen (Gliicksspiel)

(&n)n iid und in L' ... Gewinn im k-ten Zug

Spi=&+...+& ... Gesamtgewinn nach dem n-ten Zug (Sp :=0)
Fpi=0(&1,..., &) =0(S1,...,5,) ... Information aus dem Spiel bis zum n-ten Zug
= E[Spk[Fn] ... Vorhersage vom zukiinftigen Gesamtgewinn basierend auf
bisherigen Spielverlauf
Berechnung:
k
E[Spx|Z#] = E[Sp+&ui+...+ & |F]=E[ S, 1+ > E[&i | 7]
9‘%1; =y

k
Sp + ZE[&M] = Sn+ k- E[& ]

=S, , falls E[&]
>S5, , falls E[¢]
<S, , falls E[¢]

.. faires Spiel

0
>0 ... vorteilhaftes Spiel
<0

.. nachteiliges Spiel

Variation: variabler Einsatz erlaubt
en+1 = €ns1(&1, -+, &) 20 ... Einsatz im (n + 1)-ten Zug (héngt von .%,, ab)

neuer Gesamtgewinn: S, = e & + ... +€,6,

Vorhersage:

E[S’nﬂ |§n] = E[‘gn + €ns1€nst |ﬁn] = E[g” |ﬁn] + E[en”&”l |gn]
puliout gn + €en+1 E[§n+1 |ﬁn] B Sn t €n+1- E[fl]

S, falls E[£]=0

S, falls E[&,]>0

S, | falls E[&]<0

2
<

IN

= Variabler Einsatz dndert Grundcharakter des Spieles nicht.
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1.2 Definition.

(a) Eine Indexmenge I heifit aufsteigend geordnet, wenn eine Ordnungsrelation
< auf I existiert, sodass

Vi,sel Juel: s<u A t<u.
Typischerweise: I totalgeordnet, z.B. IN oder Rq (I ... Zeitachse)
(b) Eine Familie (:#; ) von o-Algebren heifit Filtration, wenn
s<t=F,c.F Vs, tel.
Interpretation: .%; ... zum Zeitpunkt ¢ bekannte Information
Wir setzen aulerdem Z, := o(%#,t€1).

(c) Eine Familie (X;);; von ZV heiit adaptiert an die Filtration (%), wenn X,
F-mb ist fir alle t € I, d.h. X;1 (#(R)) ¢ %,.

Interpretation: X, ist mit zum Zeitpunkt ¢ verfiighare Information bekannt.

(d) Eine Folge (e,,)nen heift vorhersehbar (bzgl. einer Filtration (%, )nen), wenn
€n Fn_1-mb ist fiir alle n € IN.

1.3 Definition (Martingal). Sei (X¢):; eine Familie von ZV und sei (%) eine
Filtration. Wenn gilt

(i) (Xy): ist adaptiert bzgl. (% ):
(il) Xy e L' Vtel
(i) E[X;|.Zs] = Xs Vs,tel, s<t,
dann heifit (X;); Martingal. Gilt statt (iii) die Eigenschaft
(i) E[X;|%s] > X, Vs, tel, s<t,
dann heifit (X;); Submartingal bzw.
(iii)” E[X:|Z] < Xs Vs, tel, s<t,

dann heifit (X;); Supermartingal.

Beachte: unbedingter Erwartungswert [ X, ] fillt beim Supermartingal und steigt
beim Submartingal.

Begriindung: Sei (X;); Supermartingal, dann gilt
E[X;] = E[E[X;|Z]] < E[Xs] Vs<t

bzw. gilt fiir ein Submartingal E[X;] > E[X,] Vs<t.
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1.4 Beispiel.

(a) X, :=an, (a,), aufsteigende Folge (deterministisch)
Dann ist (X,,), ein Submartingal (bzgl. jeder Filtration).

(b) Sp:=& +...+& mit (&)pew iid, &, € L' und F#, == 0(&1,...,&,). Dann gilt

Martingal Jalls E[&]=0
Sy, =4 Submartingal  falls E[£]>0.
Supermartingal |, falls E[&]<0

(€) Sp=& +...+& mit (& )new iid, E[&1] =0, V[&] = 02
Setzte M, = S2 —no? und %, = 0(&4,...,&,). Dann ist (M,,), ein Martingal:

e adaptiert, da M, eine mb Funktion von &;,...,¢&, ist
e integrierbar, da E[S2] = [|& + ... + &2 < (l€lla+ .- +[[€n]2)? < o0
e Martingaleigenschaft:

E[M, |Z-1] E[S? - no?|Z,1] = E[(Sp-1 + £,)* - 0°n|F, 1]
= ]E[Srzkl |gn71] + 2E[Snfl “&n |gn71] + E[ﬁ% |ynfl] -o’n
= 82, +2S,,E[&]+E[E]-0*n=S52,-(n-1)0?

= M, .

(d) Sei X € L1(e7), (:Z1)tes eine Filtration. Dann ist M, := E[ X |.%;] ein Martingal:

e adaptiert, klar
e integrierbar, da E[|M,|] = E[|E[X |.%|]] < E[E[|X ||Z:]] = E[|X [] < o
e Martingaleigenschaft:

E[M,|Z,] - E[E[X |#]|,]] - E[X | %] = M,.

Bemerkung. Es gilt

E[E[Mn+k |yn+k:—1] |g‘n] = E[Mn+k—1 |ﬁn]
= Mrm

k—-mal

d.h. es reicht E[M,, |#,_1] = M,_1 zu zeigen.

1.5 Eigenschaften. Sei (%;); eine Filtration. Dann gilt

(a) (X¢), (V) MG = (aX;+bY:) MG Ya,beR

(b) (Xi)t, (Yi)e Sub-(bzw. Super-) MG = (aX;+bY;): Sub-(bzw. Super-) MG Ya,b>0
(c) (X¢)i, (Y1) Super-MG = (X AY:): Super-MG

(d) (Xy)e MG, ¢ konvex, p(X;) e L' = (¢(Xy)): Sub-MG
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(e) (X;)¢ Sub-MG, ¢ konvex, monoton wachsend, ¢(X;) € L' = (¢(Xy)); Sub-MG
(f) (X¢)e MG = (X;); Sub- und Super-MG.

Fiir (d) und (e) bendtigen wir:

1.6 Lemma (bedingte Jensen-Ungleichung). Seien X € L'(«7), % ¢ &/ eine Sub-
o-Algebra und ¢ : R - R konvex. Wenn ¢(X) € L'(«), dann gilt

P(E[X[F]) < E[¢(X) 7],

Beweis. Da ¢ konvex ist, ist ¢ das Supremum aller linearen Trégerfunktionen, d.h.
o(x) =sup{ax+b: a,be R mit ax+b< ¢(x) Va € R}, daraus folgt

P(E[X[F]) = sup (aB[X[F]+b) = sup ElaX +b]7] <E[¢(X) | 7]

zu 1.5.d:

Jensen

¢(Xs) :¢(E[Xt |ﬁ5]) < E[qb(Xt)Lg‘s] VS,tE[,SSt

zu 1.5.e:
6(X.) <6 (E[X,|Z.]) < E[6(X,) | Z,] V.t e [s <t

Interpretation von o-Algebren als Information:
e beobachtete ZV X, ..., X, (z.B. erste n Ziige eines Gliicksspiels)

e abgeleitete Informationen: alle ZV der Form Z, = f(Xi,...,X,) mit f mb

(z.B. Dauer der lingsten Gewinnserie), schreibe %, := o(X1,...,X,,)
= Doob-Dynkin-Lemma: Z,, Z#,-mb < Z,=f(Xy,...,X,)
D.h. .%, reprisentiert alle aus Xi,...,X,, ableitbaren Informationen und mit

Zns1 = [(X1,..., Xps1) erhidlt man 7, ¢ %1 (Informationsfluss).

1.7 Satz (Doob-Zerlegung). Sei (X, )new € L ein (%, )n-adaptierter stochastischer
Prozess. Dann gilt

(1.1) X,=Xo+M,+A, VnelN

mit (M), € L', My =0 MG und (A,)n, € LY, Ag = 0 vorhersehbar.

Die Zerlegung (1.1) ist eindeutig bis auf Ununterscheidbarkeit, d.h. fir eine weitere
Zerlequng X, = Xo+ M + Al gilt P[M, =M A, =A], YneIN]=1. Auferdem gilt:

(Xo)n Sub-MG < (A,), f.s. wachsend
(Xy)n Super-MG < (An)n fos. fallend.
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Bemerkung. Fiir I = Ry heifit die Zerlegung (1.1) Doob-Meyer-Zerlegung und
ist wesentlich schwieriger zu zeigen.

Beweis. Angenommen (1.1) gilt, dann folgt
(12) ]E[Xn - X ’gnfl] = E[Mn - M, |yn71] +E[An - Anfl ‘ynfl] = An - Anfl

=0 Fn-1—-mb

(13) = Anz ZE[Xj_Xj—l |j\j—1]

=1
Definiere nun (A,,), wie in (1.3). Dann ist offenbar (A, ), vorhersehbar und in L!.
Aus (1.1) folgt M, = X,, - Xo — A,,. Dann ist (M,), adaptiert (klar), (M,), € L
(da (Xpn)n, (An)n € L) und es gilt die MG-Eigenschaft
E[Mn - M, |§n—1] = E[Xn - X |ﬁn—1] - E[An - An—l |ﬁn—1]
"D E[X, - Xt [ Faa] - E[X - Xt [ Faa] = 0.

Findeutigkeit: Laut Voriiberlegung ist (1.3) auch notwendig, d.h. A, = A/, Vn € N
und aus (1.1) folgt auch M, = M/ Vn e N, also folgt

]P[An = A;w Mn = M,; Vn e IN] = P[m{An = A;L} n {Mn = Mrlz}] = 1.

n=0

Die Aussage zu Sub- und Super-MG folgt direkt aus (1.2). O

1.8 Lemma. Sei (M,), ein MG bzgl. (%#,), mit E[M?2] < co Yn € N. Dann ist
(M?2),, ein Sub-MG und es gibt einen eindeutigen vorhersehbaren, wachsenden Pro-
zess ((M),)n, den sogenannten Kompensator von (M,),, sodass (M2 - (M),),
ein MG ist. Aufserdem gilt

(14) E[(M, - My1)2[ Zoa] = (M), = (M), Vi e N,

Bermerkung.
e (M) enthilt Informationen iiber die Kovarianzstruktur von M.
e Die Doob-Zerlegung von (M?),, ist
M2 =(M2=(M),-M3)+ (M), + M

N—— ——
Martingal vorhersehbar Anfangswert

Beispiel.
(X,)n iid, E[X,,] =0,V[X,] =02
= Sn =X +---+Xn ist MG ngl ggzn =O'(X1,...,Xn).

= Kompensator von (S,)n: E[(Sn = Sn-1)?|Fn-1] = E[X2|F 1] = E[X2] = 02

1.4 1.8
) (S)n =no? = S2 —no? ist MG
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Beweis. Als konvexe Transformation von M ist (M?),, ein Sub-MG. Die Martinga-
leigenschaft von M2 - (M), und die Existenz und Eindeutigkeit von (M) folgt aus
der Doob-Zerlegung von (M?2),. Es bleibt zu zeigen, dass (1.4) gilt:

E[(M, - My_1)?|Fn1] = B[M2-2M M,y + M2 || Fn]
E[M?|F, 1] -2M, E[M, |F, 1] +E[M? | |Z, 1]

=2M2_,

= B[M; - M, |70]
Da wir wissen, dass (M2 - (M),,), ein MG ist, folgt

IE[MS - M72L—1 |ﬁn—1] = E[(M>n - (M)n—l |ﬁn—1] = (M)n - <M>n—1~

vorhersehbar

]

1.9 Definition. Sei (M,),, ein (#,),-(Sub-)MG und (9,,),, ein vorhersehbarer Pro-
zess. Dann heif3t

(90 M), = 3 0;(M; = Mya), (90 Mg =0

Martingaltransformation von M bzgl. 9.

Bemerkung.

e Analogie zum Einfiihrungsbeispiel:

M, — M,_; ... Gewinn aus Runde n, 9,, ... Einsatz in Runde n
= (Yo M), ... Gesamtgewinn mit Einsatz (J,),

e Analogie zur Riemann-Summe:

Y ... Integrand, M ... Integrator im Riemann-Stieltjes-Integral

1.10 Satz. Sei (M), € L' adaptiert bzgl. (%,)n und (9,), vorhersehbar. Dann
qgilt

(a) [9,|< K VneN, (M), MG = (9eM), MG

(b) 0<9, <K ¥neNN, (M,), Sub-MG = (e M), Sub-MG
(¢c) (Vp)n<L? (M,),<L? MG = (JeM), MG

(d) (9y)n < L2, (M), € L? Sub-MG = (Ve M), Sub-MG.
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Beweis.

e adaptiert: klar

e integrierbar: Voraussetzungen stets so gewéhlt, dass (1 e M), € L! folgt
(verwende Holder: || XY ||; < [| X ||p]|Y ||, mit %+ % =1, pe[l,00])

e (Sub-)MG-Eigenschaft:

E[(J e M), | Fn] -1+ E[0n (M = My—1) | Fni ]

_ (e M
= (Q?‘M)n_l +’l9n' E[Mn—Mn_1|9n_1] = (Q?‘M)n_l.
O

1.11 Eigenschaften. Sei (9,), vorhersehbar mit |U,| < K Vn € IN. Wir setzen
M2:={(Xp)n: (Xn)n MG, (X)), € L?}. Dann gilt

(a) M~ (e M) bildet M? in M? ab

(b) M — (0o M) und ¥~ (e M) sind linear
(c) (0o M)y, =9? e (M),

(d) E[(0 e M)7] = E[J? e (M),].

Beweis.
(a) Aus Satz 1.10 folgt: (v e M), ist MG und weiter gilt
E[(9;M;)*] < K* E[M?] <00 = E[(JeM)2]< oo
(b) trivial
(c) Wegen der Eindeutigkeit der Doob-Zerlegung reicht es zu zeigen, dass
(i) % e (M) ist vorhersehbar
(i) (Ve M)2 - (0?e(M)), ist MG:
(o (M)),=Y 02 (M)~ (M) ist F,y -mub.

ol e —
Fj_1—-mb Fj_1-mb

B[00 M2 = (00 M)2 [ Fos] 2 B[00 M), — (00 M)y 1)* | Fo ]
= E[(ﬁn ) (Mn - Mn—l))2 |§n—1]
= E[(Mn - Mn71)2 |ynfl] 79%
=92 (M)~ (M)o1)
= (9o (M), — (9? (M)
= (J e M)2 — 92 e (M),, ist MG.
(@) B[+ M)2 =02 ¢ (M), ] =E[(9 M)} = 9% ¢ ()] =0
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Kapitel 2

Stoppzeiten und Stoppen von
stochastischen Prozessen

2.1 Definition (Stoppzeit). Sei (2,47, P) ein W-Raum mit Filtration (.%,,)nen,-
Eine Stoppzeit ist ein zufilliger Zeitpunkt 7: Q - Ny U {+00} mit der Eigenschaft

{r<n}eF, VYnel,.

Interpretation: Zu jedem Zeitpunkt n wissen wir, ob 7 bereits in der Vergangenheit
liegt oder nicht.

typisches Beispiel: Eintrittszeiten 7(w) := inf{n € Ng: X, (w) >k}
2.2 Eigenschaften.

(a) T Stoppzeit < {r=n}e.F, VneN

(b) T=m (deterministisch) = T Stoppzeit (bzgl. jeder Filtration)
(¢) o,7 Stoppzeiten = o AT, oV T, 0+T Stoppzeiten

(d) (7;)ien Stoppzeiten = infin 7;, sup;y i Stoppzeiten

2.3 Definition. Sei (X,,), ein (.%#,),—adaptierter SP und 7 eine SZ. Wir setzen

X (w)
X (w)

Xrwy(w) auf {7 < oo}
XT(w)m(w) = Xn(w) . ]l{Tm}(w) + XT(W) . ]l{Tgn} (u))

Bemerkung. (X7), ist ebenfalls (.%,),,—adaptiert.

2.4 Satz. Sei (X)), ein (Fp)n—(Sub-)MG und 7 eine SZ. Dann ist (X7),, ebenfalls
ein (Fp)n—(Sub-)MG. Insbesondere gilt

E[X,]=E[Xo]  (bzw. E[Xpn] > E[Xo]).

10
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Beweis. Verwende die Darstellung X = Z?;()l Xj 1oy + Xy, - 1oy, daraus folgt
die Adaptiertheit von (X7),. Weiter gilt

e integrierbar: E[| X7 || <E[|Xo|] + E[|X1]]+... + E[|X,,|] < o0

e Martingaleigenschaft: Betrachte {7 > n} € %, ;. Dann gilt

n—1
E[X,:; |¢0fn_1] = Z E[X] . ]1{7-:]'} |§n—1] + E[Xn . ]l{TZn} |ﬁn_1]
j:O ~—— ——
F;—mb Fn-1—-mb
n—1

= 2 X ey + X Lirony
j=0

]:
n—2

- Xj Lgajy +Xn1 - Liron1y = X5y
=0

7=
O

Bemerkung. Fiir ein MG (X,,),, gilt also E[ X, ,] = E[X] Vn € N. Im Allgemeinen
gilt aber nicht E[ X, ] = E[X,].

2.5 Satz (Doob’s Optional Stopping). Sei (X,,), ein (%,)n—(Sub-)MG und T eine
SZ mit P[T < oo = 1. Dann gilt
X,eL' und E[X,]=E[Xo] (baw. E[X,]>E[X,])
in jedem der folgenden Fille:
(a) T beschrinkt, d.h. IK >0: P[r> K] =1

(b) X7 beschrinkt, d.h. 3K >0: P[sup, |[X7|< K]=1
(¢) E[r] <00 und 3K >0: P[sup, | X7 - X7 | |<K]=1.

Beweis. Verwende E[ X ,,] = E[Xo] VnelN (%).
(a) Wihle n> K in () = E[X,]=E[X(]

(b) Es gilt lim,, 0o Xran = X, f.s. Nach Voraussetzung ist [ X, | < K und nach dem
Satz von der dominierten Konvergenz gilt

lim E[X, ] = E[ lim X, ] = B[X,].
Gemeinsam mit () folgt E[ X, ] = E[X,].
(c) Es gilt

NAT
X7 - Xo|< Y |X; - X | <7 - KelLl

j=1
wegen [E[7] < co. Mit dominierter Konvergenz folgt damit

lim E[XT - Xo] = E[lim X7 - X,] = E[X" - X,],

——
=0 wegen (*)

dh. B[X,] = E[X,].
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]

2.6 Beispiel (Simple Random Walk).
(En)n 1id ZV, P& =1]=P[&=-1]=35, Xpi=Tp bk Xo:=0, A, BeN
Fragen:

1. Wahrscheinlichkeit, dass X den Wert A vor —B erreicht
2. durchschnittliche Wartezeit, bis entweder A oder —B erreicht wird

Definiere 74 :=inf{n e N: X, = A}, 7p:=inf{n e N: X, =-B}, 7:=714 A75. Wir
zeigen zunichst P[7 < oo] =1 :

Setze Ej :={weQ: X, (w) ist wachsend fiir (A+ B)k<n<(A+B)(k+1)}.
Dann gilt fiir alle w € Fy, :

T(w)<(A+B)(k+1) bzw. 7(w)>(A+B)(k+1) = w¢Ey
Sei p=P[Ep] € (0,1). Dann gilt

Plr>n(A+B)] < IP[:O:Eg]z(l—p)"
=P[r=00] < P[r>2(A+B)n] VnelN

n—oo

= P[r=00]=0, P[T<oo]=1 =7<o0fs.
Weiter gilt
E[7] = ZIP[TZk] < (A+B)Z(1—p)k< 00
k=0 k=0
Wir wissen, dass (X,,), ein MG ist, d.h. X7 = (X,.,), ist auch ein MG und es gilt
Xoan € [-B, A]. Aus Satz 2.5 folgt E[X,] = E[X(] = 0. Damit gilt
]E[XT] = E[XTA ]]‘{TASTB} +X7—B ]l{.,-A>7-B}] = AIP[TA < TB] - BIP[TB < TA]
= Ap-B(l-p)=p(A+B)-B

_ B
= P= 4B

Als Néchstes berechnen wir den Kompensator von X:
E[(Xn - Xn—1)2 ’yn—l] = <X>n - <X>n—1
=E[£2 | Fn-1]=E[£2]=1
= (X)p=n = M,=X2-n = |M,\,|<max{A% B2} +1
Wegen E[7] < oo folgt aus dem Satz von der dominierten Konvergenz

E[M,] = E[lim M,,] = lim E[M,,,] =0.

Andererseits gilt

E[M,] = E[X?]-E[r]=A*P[r4< 73]+ B*P[r4>15] - E[7]
A?2B + B2A
= ﬁ—E[T] ZAB—E[T]
= E[r]=AB
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2.7 Lemma. Sei % = (%,), eine Filtration und 7 eine F-SZ (d.h. SZ beziiglich
der Filtration (%), ). Wir definieren

Fr={AeF: An{r<j} e, jeNy}.

Dann ist %, eine Sub-o-Algebra von </ und heif§t die zu T assoziierte o-Algebra.

2.8 Bemerkung. Seien S und 7" SZ. Dann gilt
(a) SSTf.S. = fgsggzj“
(b) {S<T} ¢ FrnFs

(C) fsﬂﬁj‘ = gg,\T.

Beweis.
(a) AGCQSW jE]NO

= An{T<j}=(An{T<j})n{S<T}=An{S<j}n{T<j}eF
= AEgZ\T
(b) Ubung

() " SAT & Fgrc Fon Fy
‘e FeFsnFr, jelNg
= F{TAS<j}=Fn({S<jtu{T<j})=(Fn{S<jh)u(Fn{T <j}) e %

2728 .
eF; €7

O

2.9 Satz (Doob’s Optional Sampling). Sei (X,,), € L' ein F—adaptierter SP. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) X ist ein Sub-MG
(1)) E[Xs] <E[Xr] VS<T SZ fs. beschrinkt
(iti) [»XsdP< [ XpdP VFeZg, S<T SZ f.s. beschrinkt

() Xs <E[Xr|Fs] VFeZFs, S<T SZ [.s. beschrinkt.
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Beweis. Zunéchst gilt X7 € L', denn es gilt

T beschrinkt = 3IN>0: P[T>N]=0 YN>N

) N n
= E[Xzr[] = 2 EIX; 1] = 2 BIX; [Tz ] < ) E[IX; ]
3=0 J=0 =0

< oo

(i) = (i) : Aus der Doob-Zerlegung folgt

X - Xg=Mp+ Ap— Mg Ag (%)
Da T > S und A f.s. wachsend ist, folgt

Ar>Ag bzw. Ap-Ag>0 (*%).

Mit (*) und (**) erhalten wir X7 — Xg > My - Ms.

= B[ X7 - Xs5] 2 E[Mr] - E[Ms] ¥ E[M,] - E[M,] = 0

(ii) = (iii) : FeFs & F

Setze p:=1p S+ 1pT, dann gilt
{p<iy={p<itn(FUF)=(Fn{S<jhu(Fn{T<j})e7

T Z
€7 €7

Weiter gllt p< T (: T]lF +T]1Fc), d.h. E[Xp] = E[XS ]lF +XT ]ch] < E[XT] und

E[Xs1r] = E[X,]-E[1p Xr] < E[X7] - E[1p X7]
= E[Xr1lpg] (wobei 1p=1-1p)

(iii) < (iv) : Eigenschaften bedingter Erwartung
(it) = (i) :Setze S:=n-1, T:=n.
(iti) = (i1) : Es gilt

fXSd]Pg/XTd]P o Xs<E[Xr|Zs] = E[Xs]<E[E[Xr|Zs]] = E[Xz].
F F

]
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Kapitel 3

Martingalkonvergenz

Voriiberlegung: Betrachte eine Folge (a,), in R. Es gilt:

lim,,, o @, existiert nicht in R

liminf a,, < limsupan

n—oo n—>00

dp,qe Q: liminfa, <p<qg<limsupa,
n—00

n—oo

Ip,q e Q: (ay,), iiberquert den Streifen [p, ¢] x IN unendlich oft
p,q€Q: Ulp,q] = o0,

OB A

wobei U[p, q] die Anzahl der aufsteigenden Uberquerungen des Streifens [p, q] x IN
ist, die sogenannten Upcrossings.

3.1 Definition. Sei (X,,), ein (%, ),—adaptierter SP, p,q € Q, p < ¢ und N € IN.
Setze

Unlp,q] =max{keNg : ISZo;,1: 0<0; <71 <...<0p <7, <N und
Xo, <p<q< X, Vie{l,... k}},

die sogenannte Anzahl der Upcrossings von [p,q] x [0, N].
Setze auBlerdem U[p, q] := supy Un[p, q].

3.2 Lemma (Doob’s Upcrossing). Sei (X,,), ein Sub-MG, p,q € Q, p < q. Dann
gilt
(¢-p) E[Ux[p,q]] < E[(Xy-p)7].

Bemerkung. Wir setzen
X*(w) = max{X(w),0}, X (w) :=-min{X (w),0}.

Daraus folgt X = X* - X~ und | X|=X*+ X".
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Beweis. Sei K(w) := Uy[p,q](w) < N. Dann definieren wir rekursiv eine SZ durch
70 := 0,05 =inf{n > 7, : X,, <p} A Nund 7; :=inf{n >0;: X, >q} A N fir
je{l,...,N}. Es gilt 711 = Opy2 = T2 = ... = on = 7y = N. Weiter gilt

(q_p)UN[pa 9] < (X‘rl _Xol) +...t ()(7';C _Xak) und min{XN _pao} < XN _Xalﬂla

denn entweder gilt o1 < N, dann ist Xy - X, ., > Xy —p oder es gilt o411 = N,
dann ist Xy - X

0., = 0. Addieren der beiden Ungleichungen ergibt

(¢-p)UnI[p, q] + min{X,,—p,0} < (Xfl_p)+]2(XTj_XUj) = (Xﬁ—p)+§:2(XTj—ng).

Bilden des Erwartungswertes und Umordnen der Summe liefert

(q _p) E[UN[p7 Q]] + E[mln{Xn -p, O}] < Pt ]ilE[XTj] - E[X0j+1] + ]E[XN]
< E[X,-p]. -

Beachte: (X, —p) - min{X,, - p,0} = (X,, - p)*

= (¢-p) -E[Un[p,q]] < E[(Xy-p)*] H

3.3 Satz. Sei (X)), ein (F,)n—Sub-MG mit sup, E[ X, ] < co. Dann existiert eine
ZV X € L' mit
lim X,, = Xo fs.

n—oo

Beweis. Nach unserer Voriiberlegung reicht es zu zeigen, dass gilt

P[U[p,q] =] =0Vp,qeQp<q,
denn in diesem Fall gilt

P[lim X,,(w) existiert nicht in R] < P[ |J {U[p,q] =o0}]=0.

P,q€Q
P,
Wegen Lemma 3.2 gilt
E[(Xy -p)*
N N q-p
1
<

(supE[Xy] +[p]) <oo Vp,qeQ, g<p
qg-p N

= P[U[p,q] = 0] =0 ¥p,qeQ, p<q.
Also existiert Xo = lim,_ e X, f.5. in R (noch nicht in R). Des Weiteren gilt

Efliminf|X,]] <" liminfE[|X,[] < liminf(2E[X ] - E[X.])
Sub-MG
< 2sup E[ X ]-E[X,] < oo
N
< oo
= E[|Xw]|] < o0, d.h. X € (—00,00) fss. O
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Bemerkung. Aus Satz 3.3 folgt im Allgemeinen nicht L!'-Konvergenz.

Betrachte dazu den Simple Random Walk (X,,),, und die SZ 7 :={neIN: X, =1}.
Dann ist Y, := X, ein nach oben beschrinktes MG, genauer E[Y,*] < 1. Mit
Satz 3.3 gilt, dass Y, = lim, . Y, existiert mit Y,, = X, = 1. Andererseits gilt
E[Y,]=E[Yy] =0 und Y, <Y, fs., d.h. wir erhalten

lim [[Ve - Y| = lim E[[Ya - Y [] = 1,

also keine L!'-Konvergenz.
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Kapitel 4

Gleichgradig integrierbare
Martingale

Kapitel 3 zeigte uns:

Fiir ein MG (X,,),, folgt aus L!-Beschrénktheit (d.h. sup,, E[|X,,|] < o) f.s. Konver-
genz.

Frage: Wann gilt auch X, o xo (bzw. Darstellung X,, = E[ X |#,])

L?-Martingale
4.1 Definition. Ein MG (X,,), heifit
(i) L?-Martingal, wenn E[X2] < oo

(ii) L2-beschrinktes Martingal, wenn sup,, E[ X?] < co.

4.2 Lemma. Sei (X)), ein L2-MG bzgl. (%,),. Dann gilt
(a) (Xon— X)) L L2(F7) VO<I<m

(b) (X=X, X - X;)2=0V0<j<k<l<m.

Beweis. (a) Wéhle Z € L?(.%;). Dann gilt

(X — X1, Z)2 = E[(X,n, - Xi) Z] = E[E[X,, - Xi[#]-Z] =0

=0

(b) Mit Z := X, - X; € L*(.%;) folgt aus (a) die Behauptung.
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4.3 Korollar. Sei (X,,), ein L2-MG. Dann gilt

E[X2] = E[X2] + 3 E[(Xs - Xe1)?].

k=1

Beweis. Teleskopsumme: X,, = X+ Y51 (X — Xp-1)

— B[X2] - E[(Xoﬂé(xk—xmz] 2 B[X3] + Y B[(X - Xt

k=1

4.4 Satz (Konvergenz von L*-Martingalen). Sei (X,,)n ein L2-MG. Dann gilt
(Xy)n ist L2-beschrinkt < ZE[(Xk ~ X;1)?] < 0.
k=1

Ist das der Fall, dann gibt es Xo € L?(F o) mit X, — Xo f.8. und in L?. Auflerdem
qgilt
X, =E[Xw|Z,] VYneN.

Beweis. (X,,), ist L?-beschrénkt, denn aus Korollar 4.3 folgt
sup E[X?] = E[X{]+ > E[(Xk - X4-1)*] < oo.
n k=1

Damit ist (X,,), auch L!-beschrankt und aus Satz 3.3 folgt
X, € L' () mit lim X, = X, fs.
AuBerdem gilt fiir j < k

12k b oo
E[(X,-X;)?] 52 > B[(X:- X)) 557 0,
i=j11
also ist (X,,), eine Cauchyfolge in L? und, da L? vollstindig ist, existiert ein Y € L2,
2
sodass X, L5 ¥, Aus dem Teilfolgenkriterium folgt Y = X, d.h. X, € L?(Z).

SchlieBlich folgt aus X, L X, auch X, 25 X, und weiter gilt fiir alle j <n

IE[Xn 7] - B[ Xeo [ F5] e = E[[E[Xy 7] - B[ X |7;]]]

E[E[[X, - Xoo|| 7] = E[|X, - Xu ] =5 0.

IN

Also gilt X, = E[X, | 7] 25 E[Xo | 7] = X,=E[X.|Z] O
Bemerkung. Ein MG (X,,),, der Form X,, = E[X,, |%,] heifit abschlie3bar.
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Gleichgradige Integrierbarkeit

Motivation: Hinreichende und notwendige Bedingung fiir AbschlieSbarkeit von
Martingalen

4.5 Definition. Sei (X;);c; eine Familie von ZV. Setze

p(R) = sup BILX: [ Lyjx, 1oy ]
Die Familie heifit gleichgradig integrierbar (ggi), wenn limg_ ., p(R) = 0 gilt.
Interpretation: Masse im Verteilungsende verschwindet gleichméafig fiir R — oo.

4.6 Lemma. Es sei X € L'(«7). Dann gilt

(a) {X7} st ggi
(b) {E[X |7 ]: .F ist Unter-o-Algebra von '} ist ggi.

Bewets.
(a) [X|Lgxpry <[X|
= limR%m p(R) = limRﬁoo EHX | ]I{IX\ZR}] = E[limRﬁm |X | 1{|X|2R}] =0
(b) Sei .# c & eine Unter-o-Algebra. Setze Y = E[ X |#]. Dann gilt
V= EX][|7]] < E[|X ][],
d.h. insbesondere gilt E[|Y |] < E[|X |] und daraus folgt

E[Y |1y »r)]

IN

E[E[|X[|Z] 1y zry] = B[E[|X [ 1y 2ry [#]]
—
F-mb

E[X Ly omy ]

Sei K > 0. Dann gilt

E[X 1oy pry] = EIX | 1oy pryngxpry] + BUX | Lgysryngx <y ]

<BIX | 1qx -x3] < KP[[Y]2R] < £ B[y [] < EB[IX]]

Insgesamt erhalten wir

K
ElY [1gypm] <EIX|Lgxpm]+ S E[IX]|] VK20

k—o00

. . K
= Jim p(R) < lim (B[|X |Lgxpmy ]+ S EIXI]) = EIX | Lxpry] — 0
= éim p(R) =0.
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4.7 Satz (Hinreichende Bedingung fiir gleichgradige Integrierbrarkeit). Sei (X;)ies
eine Familie von L'-ZV. Dann gilt

(a) Wenn fir ein p>1 gilt sup,.; E[|X; [P] < 00, dann ist (X;)ir ggi.

(b) Wenn'Y € L' existiert mit | X; | <|Y'| fir alle i € I, dann ist (X;)ier ggi-

Beweis.
(a) Es gilt

X,
Rp-1

E[|IXi | Lix, 5ry] < B[IX:| Lyx,sry] € RTPE[|X;[7]

und daraus folgt
p(R) < R sup[|X;[’] — 0
—

—_—
R::°0 < oo

(b) Es gilt
ElXi | 1x,om] < E[Y [Lgx,om] < EIY [Lgypml,
denn {|X;|> R} c {|Y;| > R}, und daraus folgt

p(R) <E[Y [Lgypr] — 0.

[
4.8 Satz. Sei (X,,), g9t und X,, — X f.s. Dann gilt
E[IX, - X[]—0 bw. X, X.
Beweis. Es gilt
Fatou . |
E[lX|1yxpr] < Iminf B[X, [Lx, 2my] < p(R),
d.h. X e L' und E[|X |] < R+ p(R) fiir alle R > 0. Des weiteren gilt
[ Xn =X | < [Xo = X[1gx,1cry + [ Xn|Lgx, 2Ry + [ X [1qx, 2R
| ——
< R+ X| E[] < p(R) E[] < liminfroeo B[|Xn | 1fx, 2r}] < p(R)
und damit lim,,,. E[|X,, - X |] < 2p(R) fiir alle R > 0. Grenziibergang liefert
lim E[|X, - X|]=0.
[
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4.9 Satz. Sei (X,,), ein (Z,)n—MG. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) 3Xw e L' E[|X, - Xoo|] — 0

(1)) IX e L': X, =E[X,|Z,] VnelN

(111) (X,)n ist ggi.

Bewezs.

(i) = (i1) : Es gilt

Jensen

E[E[X 7] - E[Xe [Z]]] < BIE[|IXn - Xoo [ 5] = E[|Xn - Xoo [] — 0.

Auflerdem gilt
X = B[ Xo | ] “> E[Xax |92,
dh. X), = E[X..|Z.] VkeN.
(i1) = (44i) : Folgt aus Lemma 4.6.D.
(ii7) = (i) : Aus ggi folgt sup, E[|X,,|] < R+ p(R) fiir alle R > 0. Nach Satz 3.3 gilt
X, eLl': X, — X, fs.

Mit Satz 4.8 folgt E[|X,, - Xo|] — 0. O
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Kapitel 5

Martingalungleichungen

1. Doobs Maximalungleichung (Verallgemeinerung der Markovungleichung)
2. Doobs LP-Ungleichung

3. Azumas Ungleichung (Beispiel einer Konzentrationsungleichung)

5.1 Satz (Doobs Maximalungleichung). Sei (M,,),, ein Sub-MG. Dann gilt

1 1
Plmax M; >r] < —E[M, Limax,., i3] < —E[M;] V¥r>0, nelN.
r ‘ r

j<n -

Beweis. Sei (M), ein Sub-MG. Dann gilt

My, < E[Mn |ﬁk] Vk<n
= ]lAMkSE[]lAMnL?\k] VAEﬁk, k<n
= E[]IAMk]SE[]lAMn] VAEyk, k<n

Definiere die SZ 7 := min{n : M, > r}. Dann gilt {T <n} < {M, > r} und weiter
{7 <n} = {sup,, M; >r}. Daraus folgt

T Lreny S Mrlreny = Z My 1 ropy

= E[T‘ ]l{T<n}] —TIP T<TL Z Mk ]1{7— k} < Z M ]l{T k} E[Mn]l{rgn}]
k=0 k=0

= rP[max M; > 7] <E[M, 1 max,., a0y ] S E[M7]
j<n
1 1
= P[maXM > 7"] < - E[Mn ]l{man<n M]'ZT‘}] <= ]E[M,;:]
j<n T a T
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5.2 Satz (Doobs LP-Ungleichung). Sei (M,,), ein positives Sub-MG (bzw. ein MG)
und p>1. Dann gilt

% p
Il <~ 1Mall, ¥,

wobet M := max, <, |M;|.

5.3 Lemma. Seien X,Y >0 ZV mit E[Y?] < oo fiir ein p>1 und es gelte
(5.1) AP[X > A] < E[Y -1ix:n] YA20.
Dann gilt

P
|| ||p _1|| ||p

Beweis. Wir setzen X, := X An und zeigen die Aussage zunéchst fiir X,,. Wenn (5.1)
fiir X gilt, so gilt dies auch fiir X,,. Auflerdem gilt fiir alle z >0

zpzpfo xpldxzpfo xp’l-ll{xgz} dx Vpe(0,00).

Setze X, fiir z ein und bilde den Erwartungswert:

oo

) (5.0 .
p/ PIP[X, 2 a)dr < p [ aP2E[Y Lix,en]d
0

E[X7]

- pE[Y. f 21 x50y da] = —L— B[V - X271
0 -

—1]E[Y XP 1] < LlE[YP]%. E[XP]5
p p—

— Y
Loy,

IN

= B[]

ad 2"

IA

Schlieflich gilt mit dem Lemma von Fatou

-

X1, < timinf X0, < Y

]

Beweis von Satz 5.2. Sei (M,,), ein MG oder positives Sub-MG. Dann ist (|M,|),
ein Sub-MG und daraus folgt mit Doobs Maximalungleichung

1
P[M,; >r] < ;E[|Mn|]l{M;zr}]

Wende nun Lemma 5.3 an mit X = M, Y =|M, | und X = r, daraus folgt

4
Al € ——||[My |-
I < o= 1M,
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5.4 Satz (Azumas Ungleichung). Sei (X,,), ein MG mit | X, - X,_1]| < ¢,, wobei
cn > 0 deterministisch ist. Dann gilt

)\2

Pl|X,-E[X,]|>A] < 2 ——
- EL12A] < 20 (-

) VA >0.

Beweis. Betrachte die Funktion f,(x) :=e** « € R. Dann ist f, konvex, also liegt
der Graph von f,, fiir || < ¢ unter der Verbindungslinie von (-¢, f(-c¢)) und (¢, f(c)).

Die Gleichung der Verbindungslinie ist y = £ (_c%;f g4 d (C)+2f 9 Daraus folgt

1
e < i(e‘ac —e*)+=(e* +e*) V|r|<c
2c 2

1 1
= E[evXnXn-1) |7, 1] < 20 E[X, - Xy-1 | Fna](e7 =) + i(eo‘c" +e7n)
c

n

=0

2.2
= cosh(ac,) < exp(a;”).
n-malige Iteration liefert

E[eo‘(X"_XO)] < exp(% Zc,zl)
=0

Weiter gilt
2
P[X, - Xo > A] = P[e2Xn=X0)] < exp(-a) + %Dn) VaeR.

Optimiere nun die rechte Seite iiber a € R, wir erhalten a, = Din. Durch Einsetzen
von «, erhalten wir schlieflich

22
P[X,-Xo2>2 )] < -
[X, = X0>A] < exp(5750)
und eine analoge Rechnung fiir —(X,, - X;) liefert die Behauptung. O
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Kapitel 6

Riickwartsmartingale und ihre
Anwendung

6.1 Definition. Ein MG mit Indexmenge —IN heifit Riickwértsmartingal (RWM),
dh. (X_p )nen mit

(i) X_, ist .Z_,—mb fiir alle n e N
(i) E[|X,]] < oo fur alle n e IN

(i) E[X_x|Z#_,] = X, fur alle k < n.

Oft definiert man R, := X_, und ¥, := %_,,. Dann ist (¥,).n keine Filtration,
sondern ein absteigende Folge von o-Algebren, d.h. ¥, 2 ¢, fiir k < n. Somit folgt
E[Rk|%.] = R, fiir alle k < n.

6.2 Satz (Konvergenz von Riickwirtsmartingalen). Sei (R, )nen €in RWM bzgl.
(9%.)n und sei Do := Npew Y die terminale o-Algebra. Dann gilt

IR, € L'(Y9): lim R, = R, und lim E[|R, - R 1] =0.

Bemerkung. Im Gegensatz zur Vorwartskonvergenz gibt es hier keine Vorausset-
zungen.

Beweis. Betrachte das MG M_,, := R, bzgl. der Filtration .#_, := ¥,. Sei Uy[a,b]

.....

Lemma folgt
1
E[UN[CL, b]] < m E[(MO - (l)+].

Mit monotoner Konvergenz folgt fiir alle
1
E[Us[a,b]] = E[]\l[lm Un[a,b]] = lim E[Uy[a,b]] < v a E[(My-a)*] < oo.
—00 n—»00 —-Q
Wie im Beweis zur Vorwiértskonvergenz schlussfolgern wir, dass limy, e M-, =t Mo,
in R f.s. existiert. Auerdem gilt M_,, = E[ My |-%#_,] und aus dem Lemma 4.6.b folgt,

dass (M_,,)nen ggi ist. Daraus folgt schlieflich
lim E[|M_, - M_o[] =0 und M_o, € L}(.o7).
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Beispiel. Seien (X,,), iid und in L!'(«7). Wir setzen R, := %(Xl +...+X,) und
4, :=0(Ry, Ryi1,...). Dann ist (R,), ein RWM bzgl. (4,),.

Schritt 1: gn = O'(Rn,Xn+1,Xn+2, .. )

Wir stellen X,, dar als X,, =n-R, - (n-1)- R, fiir alle n € IN, d.h. jede mb
Funktion von (R,,, Ry41, . . .) ldsst sich als mb Funktion von (R, X,,41,...) darstellen
und umgekehrt.

Schritt 2: E[X;14,] = E[X;|R,] Yji<n
Zunichst bemerken wir, dass fiir (X,,), iid gilt o(R,) 1 0(X,41,...). Weiter gilt,
dass E[X;|9,] jene 4,—mb ZV Y ist mit

E[X;1¢-1g] = E[Y1g-1y] VGeo(R,), Heo(Xpia,...).
Andererseits gilt

E[X;lclu] = E[X;1c]-E[lx] = E[X;1¢] P[H]
YT B[E[X; 1 lo(R,)]]- P[H]
= E[E[Xj|o(Rn)]1c] - E[14]
2 E[E[X;|o(R,)]1c1x]

Es gilt

E[X,15(R,)] = E[XlﬂB(%(X1+..-+Xn))]
= [RnxlﬂB(%(xl+...+xn))dGn(a:1,..-,3?n)

ua 1
z /nxj]lg(ﬁ(xl+...+xn))dGn(x1,...,xn)
= E[X;15(R,)],

wobei G (x1,...,2,) = Fp(x1) - ... - Fp(xy).
Schritt 4: RWM-Eigenschaft

Es gilt
1 n
R, = E[R,|R,]= - ZE[X |R,] = E[X;|R,]
g=1
(3) 1 & 2 1 &
= ]E[X1|Rn]:—Z]E [X;|Rn] @ —Z]E [X;19,]
k= k=

6.3 Satz (Kolmogorovs 0-1-Gesetz). Seien (X,,), ua ZV und 9, := 0(X,, Xni1,--.).
Dann ist die terminale o-Algebra Yo := Npew G, trivial.
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Bemerkung. Eine o-Algebra .# heifit trivial, wenn gilt

AeF = P[A]€{0,1}.

Beweis. Sei A € 4., und %, = 0(Xy,...,X,). Es gilt 4, ¢ Z,, und 9, 1 F, fir
alle n € N. Definiere das ggi MG M,, := E[14 |#,]. Aus Satz 4.9 folgt

AM, € LN Zo): lim M,, = M,, und My = E[M, |Z,].
Wir zeigen, dass M, =14 f.s.:

E[Mu | F,] = E[14 |#,] ¥neN

N fMood]P: 1,dP VB, e.Z, neN
n Bn

- [Mood]P:/]IAdIP VB e 7.
B B
= My=14 fs. (da Ae Fo, My € LY(Fw))

Andererseits gilt M,, = E[14 |#,] = E[14] = P[A] und daher

= 14=M,=P[A] YAecY9,
= P[A]{0,1} VAeY9,

= ¥ ist trivial.

Es folgen Anwendungen von Riickwartsmartingalen:

6.4 Satz (Starkes Gesetz der grofien Zahlen). Es seien (X,), € L' #d ZV. Dann
gilt
1
lim _(Xl +...+ Xn) = E[Xl] f.S.

n—oo n

Beweis. Setze R, = %(Xl +...+X,) und 4, :=0(R,, Rpi1,...). Dann ist (R,), ein
RWM bzgl. (¢,)n. Aus Satz 6.1 folgt lim,, e R, = Reo € L1(9) f.s. und in L. Mit
Satz 6.2 folgt, dass ¥, trivial ist, d.h. R, ist f.s. konstant bzw. gibt es ein ¢ € R mit
R = ¢ f.s. Aus der RWM-Eigenschaft folgt E[R; |9,] = R,, und damit

= E[R)] = E[R,] VneN
= ¢ = B[Rs] = lim E[R,] = E[R] = E[X]

n—o0

= lim R, = E[Xi]

n—oo
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Beispiel (Wihlermodell). Wihle d,l € N und betrachte L¢ Individuen auf einem
regelméBigen Gitter {0,...,L — 1}?. Jedes Individuum hat eine Meinung 0 oder 1
(dafiir oder dagegen). Der Zustand des Kollektivs lisst sich durch x € {0,1}* darstel-
len, wobei A :={0,..., L —1}¢ der Zustand des Individuums durch x(7) € {0,1} fiir
1 € A. Zu jedem Zeitpunkt n € IN {ibernimmt ein zufillig ausgewéhltes Individuum
I,, die Meinung eines zufillig ausgewéhlten Nachbarn I, + N,,. (Addition modulo L)

Formulierung:
(I, Np)nen iid mit 1, gleichverteilt auf A und N,, gleichverteilt auf {+e;}1<i<q

Der Meinungsprozess X, ist eine Folge von Zustidnden in {0,1}* mit

Xn1(2) i 1,

X, (i) =
@) {Xn_l(]n+Nn) =1,

fiir alle 7 € A.

Frage:
e Langzeitverhalten des Modells

e Entsteht Konsens?

Definiere M,, als die Anzahl der Individuen mit Meinung 1, d.h. M,, := ¥,.A X,.(4)
und setze Z, = o({I, Ni}: k<n).

Behauptung: (M,), ist Z#,-MG.

e adaptiert (klar)
e integrierbar: 0 < M,, < L? d.h. (M,),, beschrinkt, also in L!
e MG-Eigenschaft: Es gilt M,, - M,,.1 = X,,_1(L, + N,,) = Xp31(1,) und damit

E[M, - M, 1| Fna] = E[Xpa(ly+ Ny) - X (L) [Fna]
Y X (i) P[L, + Ny =i]-X,1(2) - P[L,, =4] = 0

ieA —_— — ’
= [-d L-d

= (M,), ist beschrinktes MG
= limyeM, = My f.s. und in L1

Wir zeigen M, € {0,L4}, d.h. es treten im Grenzwert nur die extremen Zusténde
auf, dass alle Meinung 0 oder alle Meinung 1 haben.

Voriiberlegung:

Sei x € {0, 1}* keiner der zwei extremen Zusténde, d.h. es gibt 7 # j mit X (i) # X (j).
Dann gilt (¢ und j benachbart)

u 1

“r-d.

P(X,+ X, 1|Xp1=2]2P[I,=4, I,+N,=j]=P[I,=1i, N,=j—1i] ¥k

Betrachte den Kompensator, dann gilt
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o (M, - My)2 - (M), ist MG

o (M), =%k E[(My = My—1)?*|F1]
= E[(M),] = E[(M,, - m)?].

Daraus folgt

(M), = Zn: E[(Mi = My_1)? | Fp1] = Zn: P[Xy # X1 [ Fra],

k=1 k=1
d.h. . .
E[(M),] = kZl P[X) # Xp 1] 2 L‘d;—d kzl P[M,_1 ¢ {0, L%}].
= Ay,
Weiter gilt
L* > E[(M, - My)*] =E[(M),] > Ld% kil P[A;_1] VneN

= Z ]P[Ak_l] < Lgd -2d < oo.
k=1

Aus Borel-Cantelli folgt, dass nur endlich viele Ereignisse (Ay)y f.s. eintreten, d.h.
ING: Q- N: M, e{0,L%} Vk> N
= M, = lim M, € {0, L%}.

Im Grenzfall treten also nur die beiden Extremfalle auf.

6.5 Satz (Satz von Radon-Nikodym). Sei (Q2,.o7,P) ein W-Raum und Q ein W-Majs
mit Q << IP. Dann existiert eine Dichte X =: % von @ bzgl. P, d.h.

Q[A]:[Q]lA-XdIP VAed.

Beweis. Wir zeigen das Resultat unter der Annahme, dass </ abzéhlbar erzeugt ist,
d.h.
H(Ai)ie]N; Az c Q . ﬂ = U({Az}le]N)

Definiere die Filtration %, := 0(A4;,...,A,) (dh. & = Z,). In jedem %, gibt es
eine endliche Teilmenge %2, mit den Eigenschaften

e (1,0ye%Z, = Ci=Cyoder C1'nCy=0
e CeZ,, AceF, mit AcC = AnCe{z C}.
Definiere X,, durch

Ce%y, IP[C]
P[C]>0

Wir zeigen, dass (X,,), ein .%,-MG ist:
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Sei m <n und B € .%,,, dann gilt

C
EllpX,)- ¥ gl Pl CoB 1= 3 alc)-ofs)
P(/Eésﬁo ceB v onB=s  S&p,

d.h. insbesondere folgt E[X,] = E[X,, - 1o] = Q[®2] =1 und E[15X,,] = E[15 X,,]
fir alle m <n, B e %, daraus folgt E[ X, |%,.] = X,

Mit etwas Zusatzarbeit folgt, dass (X,,), ggi ist. Also existiert lim,, o, X, = Xoo f.8.
und in L. Sei nun B € .%,, dann gilt

E[X. 15]=lim E[X, 15]=Q[B] VBeZ,, neN

n—oo

= E[X.- 1] =Q[B] VBe %o =4,
—_——
= fo Xl g dP
d.h. X, ist Radon-Nikodym-Dichte. ]
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Kapitel 7

Fouriertransformation und
charakteristische Funktionen

Ziel: Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes (CLT) im RY
Plan:

1. Charakteristische Funktion und Fouriertransformation
2. Inversion der Fouriertransformation
3. Stetigkeitssatz

Wir interessieren uns fiir die schwache Konvergenz von Maflen.
Plan:

1. pn — p schwach = (i, — [
2. fip—¢ = peMy(RY): ji=¢

Wir betrachten einen Messraum (€2, /) und bezeichnen mit M;(R¢) den Raum der
endlichen Mafle in (R%, B(R¢)). Wir wollen zunichst folgenden Satz beweisen:

7.1 Satz (Zentraler Grenzwertsatz). Sei (X;)jen € L2(R) eine Folge von iid ZV
mit E[X1]=0,V[X ] =1 und setze S, := Yi-; X;,n>1. Dann gilt

S, d

—_— N071.

9

Bemerkung.
1 dJ;Z,l - \/%exp(—x;) ist die Dichte von No ;.

2.« L7 ist die sogenannte Konvergenz in Verteilung: Sei (i), € My(R%)
und definiere Cp(R?) := {f : R? - R stetig, beschrinkt, messbar}. Dann sagen

wir, dass u, gegen u schwach konvergiert (u, LN p bzw. p, = p), falls

[ fdn— [ fan v e Cy(RY).
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Seien (X, ), und X ZV sowie F , Fx die zugehorigen Verteilungsfunktionen
und Py, ,Px die zugehorigen Verteilungen.

Definition. X, 4, X & Py, = Py
Es sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) X, -5 X
(i) E[f(Xn)] — E[f(X)] V[ eCy(RY)
(ii) Fx, — Fx Yz e Dp,, wo Fyx stetig.
Beweis.
(i) < (i) Ubung
(iii) < (i) siehe Billingsley: Convergence of Probability Measures (1968) [

3. Integration von C-wertigen Funktionen

Sei (2,47, 1) ein Mafiraum und f: Q — C. Betrachte u: Q - R,z — Re f(z)
und v:Q - R,z ~ Im f(z). Dann gilt: f ist mb <> u, v sind mb.

Definition. f ist p-integrierbar :< w,v sind p-integrierbar.
Daher definieren wir [ fdu := [udp +1i [vdp als das Integral von f bzgl. p.

Wir bezeichnen mit Lg(p) = {f: Q- C: f p-integrierbar} den Raum der
komplex integrierbaren Funktionen. Es gelten folgende Eigenschaften:

(a) fr [fdu ist linear
(b) [fdu=[fdu

(c) Konvergenzsitze fiir Integrale gelten auch in Lg(p).

Satz. f:Q — C integrierbar < |f| integrierbar
Es gilt dann | [ fdu| < [|f |dp.
Beweis. f:Q — C integrierbar < |f| integrierbar (Ubung)

VzeC: Rez<|z| = Re(ffdﬂf)ﬁ|ffdﬂ||f|

Integration liefert:

|ffdu|2=Re (m[fdu)=fRe (mf)duﬁffdu][vup.

O

Wir bezeichnen mit Lf,(p) :={f: Q- C: |f|Pe Lg(1)},p > 1, den Raum der
p-integrierbaren komplexwertigen Funktionen.

Ubung: LE(u) = {f:Q - C: Ref,Im fe Lr(u)}
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7.2 Definition.

(a) Fiir jedes p € My(RR?) definieren wir die Fouriertransformation von p durch
iR > € (€)= [ explile,€)ulda) (baw. (&) = F(1)(©)).

Beachte: Fiir p o-endlich ist f nicht mehr wohldefiniert, da die konstanten
Funktionen nicht mehr integrierbar sind.

(b) Fiir f:R? - C, f € L'(dz), definieren wir die Fouriertransformation von f
durch

N

firi=C fr= [ p@)exp(ife.)dr,
(c) Sei X :Q - R9 eine ZV mit Verteilung Px. Dann heifit
ox(€) = Px(€) = [ exp(i(e,€))Px(dr) = E[exp(i{ X, )]

die charakteristische Funktion von X.

7.3 Bemerkung. Definition 7.2 ist konsistent, denn fiir << A gibt es f € L!(dx),
f >0 mit u(dr) = f(x)dz (Satz von Radon-Nikodym) und daraus folgt f = f.

7.4 Satz (wichtiges Beispiel).
(a) Fiir Noq auf R gilt No1(€) = exp (—%)

(b) Fiir No.1, auf R gilt NQJd(g) =exp(—|§|2).

2
Beweis. (a) Es gilt
o) =

Diff’barkeits-

= ¢'(&) lemma

\/%/1de (——+2x§)dw

T2

ix - exp (—?) exp (1z€) dx

Rd\/ﬁ
= f\/ﬁ z%e p(—%)exp(zxﬁ)daz

partielle CCQ
N Xp (—?)iﬁexp (ix€) dx

Integration

R me
= -£0(§)

= §(¢) = exp(-5

NEOR
¢'(€) = =€ (€)
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(b) Es gilt

4 2 d 2 dr.
f]Rd(Qﬁ)‘zexp(—%)exp(i(x,ﬁ))daz = gAexp(—%)eXp(ixjfj)%

@ 1 &

= JJexp Y

=1
2

= exp(—%).

[

7.5 Satz (Eigenschaften der Fouriertransformation). Es sei pu ein W-Maf auf R?
und set X ~ p eine ZV. Dann gilt

(a) [1(0) = ¢x(0) = p(R4) = 1

(b) 1i(9)] = [¢x (&) < p(RY) = 1

(c) & i(€) und € > ¢x (&) sind stetig

(d) f(=A) = (i(A), wobei —A = {~a| a € A}

(e) o T1(€) = exp (i(b,€)) t(AE) mit T(y) = Ay+b, AeR,beR? und
Srxen (€) =exp (i(D,€)) dx(AE)

(f) E[|X|F] <00 = 0% existiert fiir alle |a| <k, € Nd und es gilt

8°(0) = il fR a®p(dr) = i?B[X"].

Dabei ist o = (a, ..., aq) € N& ein sogenannter Multiindex und wir definieren
d d d ol
. . o, J Q.
ol =Y 0y, al:=]]ayl, 2*:=]]a}, 0%:= prTa
j=1 j=1 j=1 Ly - 0%y

Beweis. (a), (b), (d) klar

(c) &~ exp(ix,&)) ist stetig fiir alle x € R? und |exp({z,&))| < 1 € L' () wegen
1€ My, Aus dem Stetigkeitslemma folgt die Behauptung.

(e) Es gilt

poT1(E)

| exp(ile, e e T (dr) = [ exp(GlT(2).€)) u(d)
exp(i(h,€)) [ exp(i(\a.€)) ()
exp(ith,€)) [ exp(ilw, ) u(de)

- 406
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(f) Es gilt |z|F € L' (1) wegen X ~ p und E[|X |F] < oo, weiter ist | X | < | X [l
denn
X = | XX <X X = X

Schritt 1: Aus |z|F € L'(p) folgt |z | € L' (1) fiir alle v € Ng, || < k und damit

/];{d 2% | p(dx) /};d |x||°‘| p(dr) < f]Rd(l + |x|)“"| 1(dz)
[l ey <2 (R + [ el ) ) < o

IN

IN

Schritt 2: Es gilt

() = 0 [ exp(ite.€)) p(de) = [ 0% expifa, ) u(dr)
= [ (@) expife, ) p(dw) =i [ exp(ite,€)) p(dr) < o,
R4 R4
d.h. 9°41(0) = il [z p(dzx) = e BLX].
]
7.6 Bemerkung. Die Umkehrung von Satz 7.5.f gilt im Allgemeinen nicht. Aber

fiir d = 1 gilt
30%*1(0) = E[X*]< o0

(siehe Shiryaev: Probability, Kapitel 2, Paragraph 2, S.289)

7.7 Korollar. Sei f e L'(dz). Dann ist f € C, mit [f(&)| < ||f||z: fiir alle € € RY
und weiter gilt

(a) g(x) = f(x+b), beR? = §(£) = exp(=i(b,€))f(£) = (£ -b)

() g(x) = exp(i(w, b)) f(z) = §(¢) = f(§+b)

(c) g(x) = f(6x), >0 = §(¢) =6-f(3¢)
)
)

(d) g(z) = f(Rz), Re SO(d,R) = §(§) = f(RE)
(e) g(x) = (iz)*f(z) € L'(dz) = §(£)=0"f(&)
(f) g(x) =0°f(x) € L' (dz) nClal = §(€) = (~i€)*F(€),
wobei C&(RY) = {f: R~ C: 9°f stetig V|B| <k, limy. 0° f(z) = 0}

Beweis. £ f(€) ist stetig gemiB Satz 7.5.c und es gilt

F©1=1 [, F@exp(ile, &) de|< [ 17 |de=]F o

Rest: Ubung O]
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Fouriertransformation und unabhingige Zufallsvariablen

Bekannt: X ~ p, Y ~ v, X 1Y = X +Y ~ p*v, wobei p,v € My(R?) und
prv=(ueov)o At mit A:R¢xRY—>RY (z,y) — x +y, die Faltung ist.

Man kann zeigen, dass fiir f € (), gilt

Jo s ddsvy= [ ] pey) pldn) vidy).

und damit

()(B) = [ w(B-y)v(dy) = [ v(B-o)u(da).

7.8 Satz. Seien X ~p undY ~v mit X 1L'Y. Dann gilt

Ox+v(§) = ox(§)-ov(§) bzw. v = fi-1,

d.h. die Fouriertransformation trivialisiert die Faltung.

Beweis. Es gilt

bxv(€) = E[exp(i(X +Y,€))] = Elexp(i{X, €)) exp(i{Y, )]
W Blexp(i(X, ) Elexp(i(Y; )] = ¢x (€) - ¢y (£),

wobei in (*) benutzt wurde, dass gilt

) = [, [ explifa +y.€)) u(da) v(dy).

7.9 Bemerkung. Die Umkehrung von Satz 7.8 gilt im Allgemeinen nicht.

7.10 Satz (Caz). Seien X,Y Re-wertige ZV. Dann gilt

X 1Y < Elexp(i(X,&)+i(Y,n))] = Elexp(i{X,£))]- E[exp(i(Y,n))] V&neR?

Beweis.
“=7 Setze X¢:= (X &) und Y7 := (Y, n) und wende Satz 7.8 an.
“<«<"7 Folgt spiter. 0
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Kapitel 8

Inversion und Stetigkeit der
Fouriertransformation

8.1 Definition.
(a) C(R?):={f eC~(R?): supp f kompakt}
(b) S(RY) :={feC>(RY): sup,epa|(1+[z]*)NO*u(z)| < C(N,a) VN € Ng,a € N¢}

ist der Raum der Schwartz-Funktionen (rapidly decreasing functions).

8.2 Bemerkung. Es gilt
(a) [0°u(z)| < Cno-(1+]z])™ VaeRd

Insbesondere gilt 9%u € LP(dx) mit p € [1,00], wenn N = N(p) grof genug ist
(zB.p=1=N>1).

(b) exp(-z?) € S(R)
(¢) C(R?) < S(RY)
() [(1+[zP)¥0° | < Oxa = [280°u(z)| < Kup VaeR

8.3 Satz. FEs gilt

(a) C* =S und C= 3" Lr(dw)

(b) VK € R kompakt 3(u,) € Cey 0<u, <1 wy, | 1g.

Beweis. Setze U, = {v € R : d(z,K) < £} = K + B1(0). Dann ist U, offen,
U, | Nnew U, = K und Un ist kompakt. Definiere nun

(1) = d(z,Ug) 1 JxeK
(e, US) +d(2, K) |0 L zeUS
Dann ist u,, stetig und es gilt u,, | 1, da U, | K. O
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8.4 Satz. SetueS. Dann ist w € S.

Beweis. Sei u € S. Dann ist u € L!'(dz) und damit ist nach Korollar 7.6 /i(¢) wohl-
definiert. Damit gilt fiir alle «, 8 € INd

O°((iz)*u(z) )= 3> papq(2)07u(z),
v Iv<18l
= g(z) e S(R%)

wobel pg, g ein Polynom ist nach der Leibniz-Regel, d.h. 9%g € S. Weiter gilt
. an .6.e . ~ 76.f S5
(-ig)’ora(€) T (=) g(€) " F7g(¢)
und damit
(=)’ 0°a(&)| = [79(€)| < 110°gllu(any <0 VE R,
d.h. supgega [(=i€)7070(£) | < oo. 0

8.5 Korollar (Riemann-Lebesgue-Lemma).
Definiere Coo (R?) := {u e C(RY) : limyyeo u(x) = 0}. Dann ist die Fouriertransfor-
mation eine Abbildung von L'(dz) in Cw.

Beweis. Sei u € L'(dx). Dann ist @ € C, nach Korollar 7.6. Wegen Satz 8.3.a ist S
dicht in L'(dz), d.h. es gibt eine Folge (u,) ¢ S, sodass u — u,, in L' gilt. Sei e > 0.
Damit gilt

(&) < [a(€) =€) [+ [in(€) | = Jun —ullr+ [in(€)]

—_— Y

<€ —0 (|§]—>o0)
= limsup|u(§)| < e.
£|—>oo
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt limsupy¢ ., [@(£) | = 0. ]

8.6 Satz (Inversion der Fouriertransformation). Sei w € S. Dann ist die Fourier-
transformation @ invertierbar und die Umkehrabbildung t ist definiert durch

i () = (2 [ () exp(-ifa.€)) de.

Beweis. Seien u,v € .S. Dann gilt

L (€)0(€) exp(=ilr.€)) de

[ ) exoity, &) dy (@) exp(-ilr, ) de
L [ @ espity .00 deuty) dy
[ ow-oudy ™ [ eu(+ o) dz
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_d 52|$|2 . .
Setze v(x) = (27)72 exp(-—5—). Dann ist geméf Satz 7.4 und Korollar 7.6.c

-1 |2

i(6) = = exp(- )

und damit gilt mit z := ye!

2|2 |2

=) exp(i(z,§)) d¢

= [ oo Dty ay
./I;{d exp(—%)u(ezﬂv) dz.

(2m)f [ () exp(-=

Aus dominierter Konvergenz folgt schliefSlich

2|2 |2

(2r)f [ () exp(-e*) explifa, €)) d
el0

= ent [ da@)exp(—m,s»dg - (2m)fu(a),

also gilt @ = v und analog erhilt man u = u. 0

8.7 Satz (Plancherel). Sei f e L'(dz), e My. Dann gilt

[ f@yutan = [ s e e

Beweis. Sei f € L'(dr). Dann ist f € C, nach Korollar 7.6, also insbesondere
f e LY(p) und ferner gilt |a(€)| < 2(0) = u(RR?) < oo. Also sind die Integrale wohlde-
finiert. Auflerdem gilt

@ ()

fRd /];{df(f)exp(i(x,i))déu(dx)
[ 1@ [ exolite,€)) n(de) de
IGHGLS

8.8 Satz. Seien p,v e M, mit i =0. Dann ist pu=v.

Beweis. Sei u € .S. Dann gilt

f adp ¥ / uidé = f upde & / idv.
R4 R4

Da die Fouriertransformation fiir Funktionen eine Bijektion von S nach S ist und
weiter ¢ € .S und C c S gilt, folgt

fmdmﬂ _ [}Rdgby Vo e O
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Da C_g"”.Hw = Cy und C, c Oy, ist, gibt es fiir alle ¢ € Cy, eine Folge (¢,), c C,
sodass gilt
tim l9- 6] = 0.

Daraus folgt

[ odu= [ ondul < [ lo=0uldi < 1}6=6n o n(R)

und damit

fRdwﬂ - /Rdgbdy VoeC,

Sei nun K c R? kompakt, dann lisst sich wie im Beweis von Satz 8.3.b eine Folge
(¢,); c C. konstruieren, sodass gilt ¢; | 1. Mit monotoner Konvergenz folgt daraus
schliellich

p(K) = lim [ dp = tim [ o;dv = v(K)

und aus dem Mafleindeutigkeitssatz folgt die Behauptung. m
8.9 Korollar. Seien f,ge L'(dz) mit f = §. Dann ist f = g A—f.ii.

Beweis. O.b.d.A. seien f,g>0. Dann gilt mit u = fdxr und v = gdx

o 8.8

feg o =08 p=v o [Bf—gdx=ov3eB(Rd) o f=gfi.

Nun sind wir in der Lage, den Satz von Caz vollstandig zu beweisen:

Beweis von Satz 7.10. Seien X,Y 7ZV mit Randverteilungen px,puy und definiere
Z :=(X,Y) mit gemeinsamer Verteilung py. Dann gilt

X LY < puz=px-py (siche Shiryaev: Probability, Kapitel 2, Paragraph 5).
Daraus folgt

bz(&,n) = dx(§) - dv(n)

< fz(&m) =iax(&) - pv(n) VEneR?
2 s (€,m) = px(€) - v (n) YE,n € R?
= X1Y

[l
Bemerkung. Seien X = (X, X5) und Y = (Y3,Y2). Dann gibt uns der Satz von

Caz ein Kriterium fiir die Unabhéngigkeit von X und Y aber nicht fiir die Un-
abhéngigkeit der Koordinaten X; und X, bzw. Y] und Y5.
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8.10 Satz (Lévy). Sei u € My(R) und a <b. Dann gilt

T eXp(_ia’g) B exp(_lbg)ﬂ(f) df

%M({a})+u((a,b))+%u<{b}) = %E*;[T i€

8.11 Satz (Stetigkeitssatz von Lévy). Sei (i), eine Folge in My (R?), wobei
My (R9) == {p e Mp(R?) : u(R?) =1}. Dann gilt

(a) = = peM; und fi, — [ gleichmdifig auf Kompakta
(b) j1,(&) — #(&) VE € R mit ¢ stetigin 0 = IJueM;: ji=¢ und p, = p.

Um den Satz 8.11 zu beweisen, bendtigen wir den Begriff der Straffheit (tightness)
von Maflen:

8.12 Definition (Straffheit). Eine Folge (p,), ¢ Mi(R?) heifit straff (bzw. tight),
wenn gilt
Ve >0 3K = K. kompakt : p,(K¢) < e VYnel.

8.13 Lemma. Sei (ji,), € My mit p,, = p. Dann ist € My und (pun,)r ist straff.

Beweis. Zunéchst gilt
1=p,(RY) = fd 1 pp(dx) — fd 1p(dx) = u(RY),

d.h. e My. Weiter ist (R4, B(RR?)) ein polnischer Raum und damit ist p regulér,
also gilt
Ve >0 3K c R? kompakt : u(K¢) < e.

Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es L ¢ R¢ kompakt, sodass p(L¢) < § gilt. Wihle nun
K c R? kompakt so, dass L ¢ K° gilt und sei y € C., sodass 1} < y < 1 gilt (vgl.
Beweis von Satz 8.3). Dann folgt 1,c > 1 —x > 1xc und daher

nKCsfl—dn—>f1—ds L) <
pa(K) < | 1-xdp o XA < p(L9)
e Y

£
27
d.h. es gibt ein N = N,, sodass fiir alle n > NV gilt p1,,(K¢) < 5. Fiir die endlich vielen
MaBe i1, ..., pun-1 vergroBere ggf. K (N —1)-mal, dann gilt 0.E. p;(K¢) < § fiir alle
j=1,...,N -1 und daraus folgt schliefSlich
€
sup p, (K°) < o
nelN 2
d.h. (pn)n ist straff. O

Nun kénnen wir Teil (a) von Satz 8.11 beweisen:
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Beweis von Satz 8.11. Sei € > 0. Dann gibt es nach Lemma 8.13 ein K = K, c R¢
kompakt mit yu,(K¢) <e. Dann gilt fiir alle ;7€ R? mit [n-£|<§

() = (@] < [ 1= exp(i(e.& =) | (dr)

~

" [ 1= exp(i(z, € =m) | pn(dx) < 3e.
Ke

< 2un(K°) < 2e

Weiter gilt, da /i stetig ist, fiir alle £, € R? mit [n—&| <0

11(8) = a(m)| < &,

sodass wir schliesslich erhalten

() = () | < 1 (n) = i (E) | + [ () = () | + |(€) = iu(n) |
< e+ () - (€)= 4e
und da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

8.14 Korollar. Sei (X)) eine Folge von R-wertigen ZV mit X, ~ u, fir alle
nelN. Wenn

(i) 1t n(€) = 0(€) VE € R
(ii) &~ @(&) ist stetig in & =0

gelten, dann existiert eine ZV X und p € My(R?), sodass X ~ p und X, 4 x
(bzw. p, = p) und (1(&) = ¢(&) fiir alle & e R? gilt.
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Kapitel 9

Zentrale Grenzwertsiatze

Wir betrachten die Abbildung x ~ e fiir x € R. Mit dem Satz von Taylor erhalten
wir die Taylorentwicklung

X (1))
(9.1) e = Z ( ) + pn(x)
mit Taylor-Restglied p,,. Offenbar gilt

§=0 J! jen+1  J-

und es gilt folgende Abschéitzung:

9.1 Lemma. Fs gilt
2|x|n . |x|n+1

n!  (n+1)!

lpn(x)] <

Beweis.
1.Schritt: Es gilt

[0 " on(t) di

f g -y [TUD g
0

7=0 0 .]'
SR GEDEEN L RO

2.8chritt: vollstandige Induktion
Induktionsanfang: |po(z)|=le® 1| <2A] [ et dt]| <2 A |z
Induktionsschritt:

. T |]
.Schri .
puer ()] o |z[0 pn(t)dtISfO lon (1) | dt

IA ol 2lefr [+ |+ ||+
< f A dt =2 A
o nl  (n+1)! (n+1)! (n+2)!
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9.2 Lemma. Sei X € L2(P) mit X ~pu, E[X]=0,V[X]=02>0. Dann gilt
(a) |Elexp(itz)] -1 - i€ E[X]+ 12 V[X]| = |E[p(6X)]| < EEB[X2 A LX)

2 30_25
(b) |E[P2(£)?()]| < %f{|a;|>gs}$2ﬂ(d$)+‘£|67 Ve,s>0.

Beweis.

(a) Folgt aus (9.1) und Lemma 9.1.
(b) Wende (a) an:

Bl < e Ay 2 KR )
(g . [l
1 |les 5
(_ |x\>as} o () + 653 [{|x<ss}x u(dx))
¢ ke
2 ( |x\>as} v p(dr) )

653 653
d
32 |x\>ss} {lz|<es} 683 e x))
S

IN

[
9.3 Lemma. Sei (a,)nen eine Folge in R mit a, — a. Dann gilt
2~
n
Beweis.
1. lim,o ln(l$—:c) l'Hoipital lim, g _% _
2 In((1-2)") = nln(1-%) = o,2058) 4
3. llmn—>oo (1 — %)n = llmn—>oo eXp (]_n ((1 _ %)n)) — s G
[

9.4 Satz (Zentraler Grenzwertsatz) Sei (Xj)jew ¢ L*(P) iid mit E[X1] = 0 und
V[X:] =0?>0. Definiere G,, \/_ZJ 1 X;. Dann gilt

G, -5 G ~N(0,1).
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Beweis. Sei Gy, ~ i, Dann gilt

in© = Bloiz52 330 ¢ (Blowt - x0))

j=1

§ & 5
= |1+ E[X,] - E[X{] + E X
= BIN) - o BIXG ¢ Bl =)
=0 - o2
€2 E[M(ﬁXl)])n
= |1-=—+n
2n n
Weiter gilt
& o MPIXP & €y
X —X < < =Xiel(P
|ﬂ2(0\/— 1)| o%n A RN 0271 s ieL(P)
und mit dominierter Konvergenz folgt
E[ps(——X1)] — 0 baw. nE[ps(—=X1)] —> 0.
o\/n o/n

Daraus folgt
93 ¢

l 1 52 n

im [, = lim|1-> =
lim /i &) lim ( 2n) e
und, da die Abbildung ¢ ~ e‘gz stetig ist, gibt es geméf Korollar 8.14 eine ZV

G ~ e Mi(R), sodass G, 4 G~ pogilt mit a(§) = e” . Aus Satz 8.8 folgt
schliefllich p = N(0,1). O

9.5 Definition. Sei (X;);jav ¢ L*(P) ua mit E[X;] =0, V[X;] =07 >0 und X ~ p;

fiir alle j € N. Wir setzen s7 := 3.7 o7 fiir n € N. Wir sagen, dass (X, )new

(i) die Lindeberg-Bedingung (L) erfiillt, wenn
"—’°° 82 Z [:v|>aa 1 p“j(dw) =0 Ve>0

(ii) die klassische Lindeberg-Bedingung (L’) erfiillt, wenn

n%ooSQ Z.ﬂz|>es }x pi(dr) = 0 Ve>0

n j=1
(iii) die Feller-Bedingung (F) erfiillt, wenn
lim max 2% = 0

n—o0 1<j<n S,
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(iv) die asymptotische Vernachlissigbarkeit (A) erfiillt, wenn
lim P[|X;|>es,] = 0 Ye>O.

n—oo

9.6 Lemma. Es gilt

(L) = (L) = (F) = (4).

Beweis.
(F) = (A) : Wende die Tschebyscheff-Ungleichung an:
VX
PIX ~E[X][2a] < V)
VIX;]  E[X?] 1[0\ &)
= PlX| 2 es] = PIXG-E[X][2e8] < o = =5 = ?(5_) (GO

(L") = (F): Seien € >0 und 1 < j <n. Dann gilt

o3 1 1
J _ 271 _ 2
2 T gE[Xj]—ngx i (d)
1 ([ 2 2
= — x°p;(de) + xu-d:z:)
sz \J{japesn) i) {|x|<asn} i)
1
< s ma <o) ey [ @)
Sh N7 Sy, JH{lxl>esn}
<1
= <€2+i 22 p1;(dx)
32 (alpesny 7
< Z/ 2% ;i (dx) oy

n j=1 {lz|>esn}
(L) = (L") : Aus S, > o fiir alle 1 < j <n folgt {|z|>es,} € {|z] > 0;} und damit
(L)
0 < — / 22 p;(dx / 22 pi(dx) —5 0.
,%jz; {Je[>esn} (dr) < s2 jz; {jz]>e0;} i(d)

(L") = (L) : Sei § >0 klein. Dann gilt fiir alle ¢ >0

S5 [ Pt - i( NRTCOED N uj(dx))

n j=1 Jio;j<bsn Jioj>0sn {lz|>e0;}
< 5 [:c () + z/ 72 iy (d)
jioj<dsn {lz|>desn}
; .
= a? puj(d)
n VE O'J<6s S?L gz; ‘x|>55n} ’
<

Zf (L)
n j=1 \z|> 8(5 sn}
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Da 0 > 0 beliebig war, folgt

]

9.7 Definition (Zentraler Grenzwertsatz). Sei (X;),en ¢ L2(P). Wir sagen, dass
(Xj)jen den Zentralen Grenzwertsatz erfiillt, wenn

Z?:l Xj — Qp

; 4, G ~N(0,1)

gilt, wobei (ay,)nen und (b,,)nen Folgen in R sind.

9.8 Satz (Lindeberg) ei (Xj)jen ¢ L2(P) ua mit E[X;] =0,V[X;] =0; >0 fir
j € N und setze G, Zj 1 Xj. Wenn (X,,)new die Lindeberg-Bedingung erfillt,
gilt

G, -5 G~N(0,1).

Beweis.
1.Schritt: Seien a;,b; € C mit |a;| < 1,[b;|<1,7=1,...,n.Dann gilt

o - 110

J= J=1

n
< D lay
j=1

denn setze A =[], a;, B := [1}_; b;, dann folgt

|Aan+1 - an+1 |

IN

|Aan+1 - Ban+1 | + |Ban+1 - an+1 |
|A = Bllani] + ans1 = bust 1B

|A - B| + |an+1 —bps1 |

n

Z |aj - bj | + |CLn+1 - bn+1 |

j=1

IN

IN

Die Behauptung folgt aus vollstdndiger Induktion.
2.Schritt: Seien (G;)jen ua und G ~ N(0,0;). Dann gilt G™ = 3%, G ~ N(0,52)
und %?) ~N(0,1) und weiter

(9.2) 32 qu 4 Nog, (dr) — 0,

n j=1
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denn
0 ! 2N, , (dz)
< — x o (dx
2 Jipapesn)
1 2
= exp dx
a]\/ {|z|>esn } 82 ( )
Yy = xa;l

2

< Oj 1
B s2\/27
= i l2 f 7* Nog, (dr) < n
j=1 Sn {‘$|>€Sn} :1

1

V2T —/{|y>€f,?:%}

P
{ly|>¢ min #

y?
exp(—;)dy

2 y?
Y exp(—g;)dy

%1\3

52
S\ 2T

/]l{|y|>m1n }(y)y eXp(__) dy

1

y2
-Lya
xp( 2) Y

\y|>m1n

n

Da (L) gilt, gilt wegen Lemma 9.6 auch (F), d.h.

S

o . Sp
max —~ — 0 bzw. min — — oo

1<j<n g,
und daraus folgt
I, — 0 bzw. I, I —0

Die Behauptung (9.2) folgt schlieBlich aus

3.Schritt: Es gilt |og, (£)
Zunéchst gilt

G 10
Efexp(is )] -1+ 32
und

(9.3) [exp(zé—)] 1452

und |I,1|< 1 e LY(dy).

dominierter Konvergenz.

- dam ()| — 0, denn:

G
U]

X
% plp(e2))
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Sei nun ¢ > 0. Dann gilt

G

n

‘E[expuacm Efexp(ié )]‘

ﬁ]E exp(if—) ﬁE exp 15 ]‘
= Sn

<.
|I

P S Ble(ie ) - Blexa(i )]
(9.3)

: i Efps (& J>|+|E[p<5—>]|

AN f [¢Pz0? [ ) |§|36032')
< ) (dx) + + 2N, o dr) +
Z; %( {|x‘>55"} ,u]( ) 68721 {|z|>esn } 0, ]( ) 652
[€[*e
3

Zv/w'%sn}m pi(dr) +— Zf$|>€sn}w Noo, (dx)).

n]l n]l

(L) 2.Schritt
0

—s 0 —_—

Daraus folgt

|§ K

|¢Gn(§)—No,1(5)| — ——¢ Ve>0

= |¢Gn(§)—N0,1(f)| - 0

8.14

S 3G e L2(P): jig(€) =No1(€) und G, -G % N(0,1).

]

9.9 Korollar. Sei § > 0 und (X;) e ¢ L2*9(P) ua mit E[X;] = 0,V[X;] =0; >0
fiir j € N und es gelte die Lyapunov-Bedingung

n

2+6 _
Jim s 3 B < 0

Dann gilt
—ZX < G~ N(0,1).

Sn i3

Beweis. Sei € > 0. Dann gilt

1 2 6
TR e K
8% ]z; [|:L">ssn} v ,U/] «T) ?L Z:: z|>z—:sn}x ESp NJ( x)
I & 2 5
< 2 z:: [1X;]**°] — o.
Aus Satz 9.7 folgt die Behauptung. O
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9.10 Satz (Feller). Sei (X;)jew ¢ L2(P) ua mit E[X;] =0 und V[X;] =0, >0 fir
jeIN. Dann gilt
(ZGS) + (F) < (L).

Bewezs.
,<" Folgt aus Lemma 9.6 und Satz 9.7.

,=“ Aus Lemma 9.6 folgt (F') = (A), also zeigen wir
(A) + (ZGS) = (L").
1.Schritt: Es gilt fiir alle z € C mit |2] < 3
In(1+2)-z| < 2z
und weiter gilt auch 1 - cos(t) < 3t2.
2.5chritt: Es gilt

X R L
Elexp(i¢—L)]-1| < [ exp(i—)-1|d -+/ exp(i=—) - 1|du,
[ Blexp(ie )] - 1] {lx‘mn}l (%) = ldn; {MSESR}I @) = ldp,

§z |
2[ d ~+/ i
{|z|>esn} Hi {|z|<esn} Sn Hi

(A)
2P[|X;| > esn] +[€le — [€le-

IN

IN

= en

3.Schritt: Setze G, == £ ¥7_, X;. Dann gilt

Sn,

166,(8) - 39,6 -]

- IS n(Blep(ic ~)-1]+1)- Blexp(i - 2)-1]]
1.Schritt

& 2y Blexp(ieS ) - 1] P

J=1

=z

< QmaX]E[eXp(zfs‘j)—1|Z|E exp(i§ ]) 1]]

n ]]_
< 28nZ\EeXp(2£ J)—l - 2, ) F pozs
J=1 J=1 Sn
(9.1) n X 2, &
S || i S0? = 2%, — 0,
=1

: n 7

4.Schrz’tt' Es gilt schlieflich die klassische Lindeberg-Bedingung, denn

= -

n j 1 JA{lzl>esn} Sn

Re(—+ln¢c (€) ~ e, () + Z(asf (€)-1)- Zfexpus 29y 1dpy)

(2GS) ) o
= A, — 0 = B, 3.Schritt 0 =, 2.Schritt 0
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]

Multivariate Normalverteilung und multivariater Grenzwertsatz

Im Folgenden sei stets X € R4 symmetrisch, positiv semidefinit und p € R<.

9.11 Definition. Sei v € M;(R?). Wir bezeichnen v als Normalverteilung, wenn

(6) = xp(i{n, ) - 5E756) VEER!

gilt und schreiben N(p, X) := N, 5, = v.

9.12 Satz. N(u,X) besitzt genau dann eine Dichte f bzgl. A\, wenn 3 positiv definit
ist. Genauer gilt

1
VACLORMY

wir schreiben N(p, X)(dx) = f(x) dx.

04 )= exp(~5(r - w5 (x - ) (r e R,

Beweis. Wir zeigen hier nur:
v e My (R?) hat Dichte f wie in (10.1) = v =N(u,X).

Da ¥ positiv definit ist, ist ¥ invertierbar, d.h. |X| # 0 und damit ist f wohldefiniert.
Weiter gilt f > 0, f € L'(\?), also konnen wir v(dz) = f(x)dx definieren. Daraus
folgt v € My (R?) und es gilt

(€)= (©) <p(=5 - 1) 57 (&~ ) exp(ifr,€))) da

——— [ e

V@m)y TR e
1 , 1 Sl

s XPiE)) [ exp(-5) ({6, 1)) dy

exp(ile, 1) - 5€756) = N(b, %),

(v:= =3 @-w)

Die Behauptung folgt aus Satz 8.8. O

9.13 Satz. Sei X € L*(P) eine Ré-wertige ZV. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

(i) ITX ist eine eindimensionale normalverteilte ZV fiir alle | € R?

(ii) Es existieren ¥ € R4 symmetrisch, positiv semidefinit und p € R?, sodass gilt
. ) 1
Efexp(i(¢, X))] = exp(i(u,€) - 5€2¢) vEe R
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Beweis.
(1) = (ii) = Sei (I, X) ~ N(p, 07). Dann gilt

(9.5) Blexp (il X)) = explipé - 5€%07).

Weiterhin gilt

w = E[{,X)] = (,LE[X]) und o = V[{l,X)] = Zd: Ll Cov[ X, Xi] = 1721,
S k=1

Setzen wir in (10.2) nun £ = 1, so folgt

Blexp(i(l, X))] = exp({l, ) - 5170).
(i1) = (i) : Zur Erinnerung | ® £ := (11&1, ..., 1q€a)T

= Blexp(i§(l, X))] =Elexp(i{l® ¢, X))] = exp(i£<l,u))exp(—%£2<l725))
= (LX) ~ N(Tp,1"1)

Eigenschaften:

(a) Seien X 1Y und X ~Ny(pux,Xx),Y ~Ng(uy, Xy). Dann gilt
Hx Xx  Xxy
X, Y)~N )
( 3 ) 2d((MY)’(2XY EY ))

: N Hx Yx  XYxy .
(b) Sei (X,Y) ~Noy ((MY) ) (EXY 5, )) Dann gilt

(1) Sxy =0 = X1V,
(2) X ~Na(px,Xx),Y ~Na(py, Xy).

Frage: Seien X ~N(pux,0%),Y ~N(uy,0%) und es gelte Cov[X,Y] = 0.
Folgt daraus schon X 1LY ?

= Nein, denn aus X, Y normalverteilt folgt im Allgemeinen nicht, dass (X,Y")
normalverteilt ist.

(¢) X ~N(u,X),S:=AX+b = S~N(b+Au, ALAT)
Falls |[AX AT | # 0 gilt, so besitzt X eine Dichte.
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9.14 Lemma (Cramér-Wold). Seien X, X Ré-wertige ZV. Dann gilt

XMW L X o (4, X™) L (4, X) VieR%
9.15 Satz (Multivariater zentraler Grenzwertsatz). Sei (X;) en ¢ L2(IP) eine Folge
(]E[XH]

E[X14]

von Ré-wertigen iid ZV mit p = B[X;] = ) und ¥ = (Cov[ X1, Xim])im-

Dann gilt

T2 ) G,

Bewers. Wegen Lemma 10.4 geniigt es zu zeigen, dass

<z,§1X%“>  .c)

fiir alle [ € R? gilt. Dazu setzen wir G(® := ﬁ > 7-1(l, Xj = p). Dann sind die ZV
(I, X;—p) iid mit E[(X;—p)] =0 und V[{l, X1 -p)] = (I, X1). Daraus folgt schlieBlich

aus Satz 9.4 . )
G S (LX) G,
wobei G ~N(0,1), und damit die Behauptung. ]
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Kapitel 10

Brownsche Bewegung: Definition
und Eigenschaften

Sei im Folgenden (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
10.1 Definition. Sei I = (F;):» eine Filtration.
(i) F heifit vollstindig (in F), wenn
F2N(P) Vt>0 (bzw. Fo2N(P)) ,
wobei N(IP) die Menge alle IP-Nullmengen ist:

N(P):={BcQ|JAeTF: A2B, P[A]=0}.

(ii) I heifit rechtsstetig, wenn

Fiy = m?t+a = J.

e>0

(iii) I erfiillt die iiblichen Bedingungen (kurz: i.B.), wenn F vollstindig und
rechtsstetig ist.

Bemerkung: Nach Definition 11.1 sind Nullmengen im Allgemeinen nicht messbar.
Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass I die {i.B. erfiillt, denn sonst kénnen wir zur

Filtration F = (F,)0 iibergehen, wobei F; := Fy, v N(P) := 0(F,, uN(P)). Dann
erfillt I die i.B.

10.2 Definition. Sei X ein stochastischer Prozess.
(i) Die Abbildung t » X;(w) (w € ) heifit Pfad von X.

(ii) X heifit stetig, wenn seine Pfade stetig sind fiir alle w € €.
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Beispiel: Definiere den SP Y durch

Xi(w) , wey

Y, =
t(W) {0 ) W¢QO ’

wobei g :={weQ: t» X;(w) stetig} und P[] = 1. Dann ist Y stetig aber nur
[F-adaptiert, wenn I vollstdndig in F ist.

10.3 Definition. Seien X und Y stochastische Prozesse.

(i) X und Y heiflen gleich, wenn

Xi(w) = Yi(w) Vt>0,we

(ii) X heifit eine Modifikation von Y, wenn

P[X,=Y,] = 1 Vt>0.

(iii) X und Y heiflen ununterscheidbar, wenn

P[X:=Y, Vt>0] = 1.
Bemerkung: Es gilt (iii) = (i7), aber im Allgemeinen gilt nicht (ii) = (iii), dafiir
muss zusétzlich gefordert werden, dass X und Y cadlag sind, d.h.

(i) links- und rechtsseitige Grenzwerte X;_(w), X (w) existieren fiir alle ¢ > 0,

(i) VE>20: Xy(w)=Xy(w) ,weQ (fir Y analog).

Zur Erinnerung:
Eine ZV 7:Q — R, U {+00} heifit Stoppzeit, wenn {7 <t} € F, fiir alle ¢ > 0 gilt.

Beispiel: Sei B € B(R%) und X ein adaptierter, stetiger SP mit Werten in R¢. Wir
definieren die sogenannte Eintrittszeit

Tp:=inf{t >0: X, e B}.
Dann gilt:
(a) Falls B abgeschlossen ist, so ist 75 eine SZ,
(b) Falls B offen und I rechtsstetig ist, so ist 75 eine SZ.

(siehe Skript ,,Stochastische Analysis “ von Keller-Ressel, Satz 1.7)
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10.4 Definition. Ein SP B mit Werten in R heiit Brownsche Bewegung, wenn
folgende Eigenschaften erfiillt sind:

B0) By = 0 fs.
~ N(0,t-s) fiiralle 0 < s <t

B2) (B, - By,,...,Bi, — By, ) istuafuralle0<¢; <...<t, und nelN

(BO)
(B1) B
(B2)
(B3) t~ By(w) ist stetig fur alle w € Q.

Bemerkung: Aus (B0) und (B1) folgt

Bt—s ~ Bt_Bs ~ N(O,t—S).

Bemerkung: Es gilt
(i) FB = (FB)s ist rechtsstetig, wobei FP :=c(Bs: 0<s<t)vN(P)
(i) (B2) < (B21) B,-B,1FB:=¢(B,: 0<s<t) VO<s<t

(iii) Wenn (BO0), (B1) und (B2.1) erfiillt sind, dann existiert eine Modifikation W
von B mit den Eigenschaften

(1) W ist adaptiert

(2) W ist eine Brownsche Bewegung.

(iv) Die Existenz einer Bronwschen Bewegung ist noch nicht klar!

10.5 Definition. Ein SP X mit Werten in R heiffit Gauf3-Prozess, wenn

(th,...,th) ~ N(/,Ltl ..... tn,Ztl 77777 tn) V0§t1<...tn, nEN.

10.6 Satz. Sei B eine Brownsche Bewegung. Dann ist (Btl, ..., By,) normalverteilt
fir alle 0<ty <...<ty, und nelN mit py, ¢, =0 und Xy, = (t; Ati)ije,..,

.....

Beweis. Es gilt E[B;] =0 und

Cov[By, B;] = E[B;B,]=E[(B;- Bs)Bs + B2]
E[(B, - B,)B,] + E[B?] = E[B, - B,]E[B,] +5 =5t A 5.

Seien nun 0=ty <t; <...<t,. Dann gilt

Btl Bto 1 O O O 0 Btl
B, - B, 0 00 -1 1)\B,,
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und weiter

ﬁE[expa@(Btj B, )]
n 7t =T
Hexp(_g( : )

j=1

Elexp(i{¢, B))]

): Elexp(i(&, X))],

wobei X ~ N(0,diag(t1,t2 = t1,...,t, = t,-1)). SchlieBlich gilt [A] = 1, d.h. A ist
invertierbar, also ist B = A~!B und damit folgt

B ~ N(0,A ' diag(t1, by —t1,. .., tn = taa)(A™)T).

= (tjAti)ig=1,...n

10.7 Satz. Sei X ein stetiger Gaufs-Prozess derart, dass fiir alle 0<t; <...<t,
(Xirsoos X))~ N(Q, (8 Ali)ij=1,..m)-

Dann ist X eine Brownsche Bewegung.

Beweis. Sei D :=diag(t1,ta—1t1,...,t,—t,-1) und A wie im vorherigen Beweis. Dann
gilt
X, X,
K= | Mt oAl e | L N A A A7),
th th—l th =D
da X nach Voraussetzung normalverteilt ist. O]

10.8 Satz. Seit B eine Brownsche Bewegung. Dann sind folgende SP auch Brown-
sche Bewegungen:

(a) (=By)is0 (Symmetrie)
(b) (cB,)wo fir alle c>0 (Scaling)

tB: ,t>0
t

Zeitinversion
0 ,t=0 ( /

(¢) (Wi)iso mit Wy := {

(d) (Bi-s — Bs)0 fiir alle s >0 (Renewal).

10.9 Korollar. Sei B eine Brownsche Bewegung. Dann gilt

. B
}LI?OT =0 fs
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Beweis. Es gilt

B
lim — = lim¢B: = limW, = 0,
t—>o0 t—0 t t—0

wobel W wie in Satz 11.8 definiert ist. ]

10.10 Definition. Sei f: R — R eine Abbildung und sei [a,b] c R ein Intervall.

(i) Wir definieren die totale Variation

VEF = sup S f (e — f(2)) |,

mell j=1
wobei IT die Menge der Partitionen von [a,b] ist, wir schreiben

m={a=x9<...<z, =b}ell

(ii) f heiBt von endlicher totaler Variation, wenn V! f < oo fiir alle [a,b] c R.

10.11 Bemerkung. Ein Ziel der stochastischen Analysis ist es, einen Integralbegriff
zu definieren, sodass fiir eine Brownsche Bewegung B = (B;)s0 das Integral

(10.1) fotf(s)st

fiir eine zumindest beschrankte Funktion f € Cj, sinnvoll ist. Im klassischen Sinne
(als Riemann-Stieltjes-Integral) ist (10.1) nicht definiert, da B nicht von endlicher
Variation ist, d.h. B ist an keiner Stelle differenzierbar.

10.12 Satz. Die Pfade der Brownschen Bewegung sind f.s. von unendlicher Varia-
tion, d.h. fiir eine Folge von Partitionen (7, )new € I von [0,T] mit |1,| — 0 (wobei
|7T| ‘= INaXicj<n-1 |(L’j+1 —Zj |) gllt

JAeF P[A]=1: lim Y |By,,(w)-By,(w)| = o0 VweA.

tjE7Tn

Beweis. Wir beweisen die Aussage nur fiir die Folge (7, ) von Partitionen, definiert

durch 7, :={Tk™: k=0,...,n}. Definiere dazu den SP V = (V,,),en durch

on-1
Vn = Z:ZO | BT(;;U —B%
| ——
~ B ~N(O0,3)
2n
Dann gilt
-1 2n-1
E[V.] = ) E[|Bruy -Bzi|]l= ) E[|Bz|]=2"E[|Bz|]
i=0 2" 2 i=0 ? ?
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und auflerdem V[V, ] =T. Sei nun A € R. Aus der Tschebyscheff-Ungleichung folgt

P[|V, - 22 g|zA] <L
T A2

Setzen wir A := \/TTQ%, folgt also

n 2T T » 4
P[|V, - 22 |> \/2_22] < o

bzw. durch Summieren auf beiden Seiten

i]PHVn—ﬁ |_f” < i;

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli gibt es daher ein A € F mit P[A] = 1, sodass

Vwe AIN(w) e NVn > N(w) : 2\/?(\/2—%) <V, < zﬁ(\/§+%)
™ ™

d.h.V,, — oo fs. O

10.12.1 Satz. Sei w:= {s =1ty < ... <1, =t} eine Partition von [s,t] und B eine
BB. Setze

m—1
- Z (Btk+1 - Btk)Q :
k=0

Dann gilt
lim S, = t-s in L*P) .

|m[~0

Beweis. Setze 7:=t—5= Y70 (tee1 — tr). Dann gilt

m—1

Se=T= Y (By,, — Bi,)? = (trer — ty).
k=0

Aus der Unabhéngigkeit von B folgt daraus

S B{(Bu - Bu) - (b - 1))

((Btk+1 B Btk)2 _ 1)2
Tpe1 — Tk '

~
=c

E[(Sx-7)°]

Ho

3 =

= (tk+1 - tk)Q E
k=0

Da ¢ > 0 unabhéngig von k € IN ist (wegen Bt‘“:ﬁ N(0,1)), folgt schlieBlich

m-1
E[(S,-7)%] < ¢ max L1 =t D [tesr =tk | = clr|(t=s) — 0 (|x| — 0).
= k=0

O
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10.12.2 Korollar. Sei B eine BB. Dann sind die Pfade von B f.s. von unendlicher
Variation.

Beweis. Sei m:={s =ty < ... <ty =t} eine Partition von [s,¢] und sei S, wie im
vorherigen Satz definiert. Dann gilt

lim S, = t-s in L?(P)

|| 0
und weiter .-
0 <S5 < o<]m<?nx1|Btf“ By, | Z |Bi,.., — B, |-
Aus der Stetigkeit von B folgt
lim max |B,,, - By | = 0.

|| =0 0<j<m—1

Angenommen, die Pfade von B sind von endlicher Variation tiber [s,¢] fiir alle w € A,
wobei A € F so ist, dass P[A] > 0. Dann folgt daraus

und damit
|li|1rnoS7T =t-s =0 bzw. t = s,
im Widerspruch zu s < t. Daraus folgt schliefilich die Behauptung. m

Brownsche Bewegung in R¢

10.13 Definition. Eine d-dimensionale Brownsche Bewegung ist ein SP
B = (B})0 mit Werten in R¢ mit den folgenden Eigenschaften:

(B0)
(B1’) B ~ N(O, (t-s)1)

(B2") (B, = Byy,-.., By, =By, ) istuafiralle 0<t; <...<t, und neN
(B3')

B3’) t— By(w) ist stetig fiir alle w € .
Bemerkung: Um Unabhéngigkeit in R zu zeigen, ist es niitzlich zu wissen, dass

Xuy & 50 o (X, X )1 (Ve Ye) YOSt <...<tp,nelN.
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10.14 Satz. Sei X = (X;)ws0 ein d-dimensionaler SP. Dann erfillt X (B0’)-(B2’)

genau dann, wenn
(10.2)  Efexp(i Z &2 Xty = Xopi) + 160, X)) = exp(=5 Z;|§jl2(tj —tj-1))
: J=

fiir allen e N, 0 =tg < ...<tp, &,...,& € R gilt. Falls X zusdtzlich stetig ist, ist
X eine BB.

Beweis. Erfillle X die Eigenschaften (B0’)-(B2’). Dann gilt

n

]E[exp(i Z(Sjv th - thf1> + Z'<€07 Xto))]

J=1

(B09+(52) Elexp(i(&;, Xy, — Xi,,))]

::]:

<.
1l
—_

(B1)

::]:

Elexp(i(&;, Xt;-;1))]

<.
1l
—_

::]:

Blexp(-3&P (1~ 1))

<.
1l
—_

LA
= Efexp() —51&1* (¢ - 1))
=1
Erfiille X nun die Gleichung (10.2). Sei k€ {1,...,n} und &; = 0 fir j # k. Dann gilt

Blexp(ilge, X, ~ X, )] = oxp(~ |6t~ 1x1)),

d.h. (BY’) ist erfiillt. AuBerdem folgt E[exp(i(&, Xo))] = 1 aus (10.2), d.h. Xy =0
f.s. und (B3’) ist erfiillt. Schlielich gilt offenbar auch (B2’), woraus die Behauptung
folgt. [

10.15 Korollar. Sei (B!,...,B?) eine d-dimensionale BB. Dann sind (B7) ;-
ua 1-dimensionale BB.

.....

Beweis. Seine Nund 0=1ty<...<t,. Da B=(B',...,B?) eine d-dimensionale BB
ist, ist nach Satz 10.14 die Gleichung (10.2) erfiillt. Setze &; := zje;, wobei z; € R
und e, € RY der k-te Einheitsvektor ist. Dann gilt

<§juBtj _Btj—1> = Z](B tj 1)

und daraus folgt

n n

Z:L: j j—l)) = E[exp(i2<§j73tj_Btj71>)] = E[eXp(ZZZJ(BZ—Btkrl))],

j=1 j=1

l\.’)lr—A

exp(—
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d.h. BF ist eine 1-dimensionale BB fiir alle k=1,...,d.
Um die Unabhéngigkeit zu zeigen, bemerken wir zunéchst

{(Btl,.. )IOSt1<...<tn77’L€IN}k1 4 ua <= (Btkl)

777777777

und aus der Gleichheit Bf = Z§‘=1(ij - ij _,) folgt schlieBlich

n d n d
Blep(i 3 2 685 - B5 )] = exp(-5 3 9 (€2l 15))

n d
[TTTELexp(igi (B, - BE )],

G=1k=1

woraus die Behauptung folgt. O]

10.16 Satz. Fin d-dimensionaler SP (B, ..., B?®) ist genau dann eine BB, wenn
(B7)jz1,...a ua 1-dimensionale BB sind.

Beweis. Eine Richtung haben wir schon in Korollar 10.15 gezeigt.

Seien also n e N,0 <ty <...<t, und £ € R, j=1,...,n. Da B =(B',..., B%) eine
d-dimensionale BB ist, erfiillt B nach Satz 10.14 die Gleichheit (10.2) und daraus
folgt

E[exp(iisﬂBz—ij_ln] = exp(—5 D1 151)).

j 1

Aus der Unabhéngigkeit von (B7),-1, 4 folgt die Behauptung. O

.....

Konstruktion der Brownschen Bewegung

Vorbereitung:

1. (L3([0,1]),(-,-)2) ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(F.abe = [ F@ad

e = ([ serar) .

2. Zwei Funktionen f,g e L?([0,1]) sind orthogonal zueinander, wenn (f,g)s =0
gilt. Eine abzéhlbare Folge (¢, )new von Funktionen in L2([0,1]) heifit Ortho-
normalbasis (ONB), wenn

(i) (Ym,¥n)2 = 6mn Ym,neNN
(ii) span ({¢n}nax}) ist dicht in L2([0,1]).

und der Norm
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Sei (¢ )new eine ONB und f € L2([0,1]). Dann ist f von der Form

o= D2 )i,

k=0
d.h. es gilt

Tim ||f = YA f,tn)atnlls = 0.
k=0
Da (5 )new eine ONB ist, gilt fiir f, g € L?([0,1]) die Parcevalsche Gleichung

o0

(fug)Q = Z(f7¢k>(g7¢k>

k=0

Konstruktion:
Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (¢, )new eine ONB von L2([0,1]). Fir

unseren Ansatz wahlen wir eine Folge (Z,,)nen von iid standardnormalverteilten ZV
(d.h. Z; ~N(0,1)). Dann definieren wir einen SP X = (X} )o<t<1 durch

oo t
(10.3) X, = Y2, f () de.
n=0 0
Wir werden zeigen, dass unter gewissen Voraussetzungen X eine Brownsche Bewe-
gung ist. Dazu verfahren wir wie folgt:
1. Die Reihe (10.3) konvergiert,

2. X ist ein GauB-Prozess,
3. E[X;] =0 und Cov [X;, X] =t As,
4. t » Xy(w) ist stetig fiir alle w € Q.
Aus Satz 10.7 folgt dann, dass X eine BB ist.

Angenommen es gilt

]E[;Oznfo () dz] = T;)E[ano n(2) dz].
Dann folgt daraus
o t
E[X,] - T;)E[Zn]fo bn(z)dz = 0
und auflerdem
Cov [ Xy, Xs] = ]E[Z;)ano wn(:ﬁ)dm-kz:(:)Zk'/O U(z) dx]

ZE[ZnZk][Otzpn(x)dxfoszpk(:c)dx

0 k=0

(L1007, Yn)2(L0,s), ¥n)2

M3

n

NgK

0

1
(0.4 Lio,s1)2 = fo Lo ns)(x) do =t A s.

I~
I

[l

=
Fiir weitere Uberlegungen benétigen wir die folgende Definition:
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10.17 Definition.
(i) Sei ¢ e L?([0,1]) und definiere
Ty = {(t) :=25(2t-k): te[0,1],jeN, k=0,...,29 —1}.
Falls T, ¢ L?([0,1]) eine ONB ist, heifit ¢ ein Wavelet.

(11) Setze w(t) = ]1[0,%)(75)_]1[
Haar-Basis.

1] (t). Dann heifit ¢ ein Haar-Wavelet und Ty, eine
Bemerkung:

(i) Der Beweis, dass T, wobei ¢ ein Haar-Wavelet ist, tatséchlich eine ONB ist,
findet man in Wojtaszczyk: A mathematical introduction to wavelets (1997,
Kapitel 1, Paragraph 1).

(ii) Durch eine Umparametrisierung
n:= 2j + ka HO(t) = 17 Hn(t) = wjk‘(t)
erhdlt man die ONB (H,,),en und vermeidet so Doppelindizes.

(iii) Lésst man in Definition 10.17 fir T, die Indizes j, k € Z zu, so erhélt man eine
ONB auf L2(R), fiir j € N und k € Z erhilt man eine ONB auf L2(R,).

Sei nun T, eine Haar-Basis. Dann gilt

(t) = 28(Lps zey ()~ Lpzsas ()
27417 27

27727 +1
und b bl
+
Daraus folgt ‘
[Ho(t)] < 22,

Definieren wir aulerdem die sogenannten Schauder-Funktionen

t
Oin(t) = fo%k(l“)dl‘y
dann erhalten wir
21t 1
» f Yi(z)de| < =274,
=0 J0 2
Damit konnen wir schliellich folgendes Lemma formulieren:

10.18 Lemma. Sei (Z,)new eine Folge von iid standardnormalverteilten ZV. Dann
gilt
IC=C(w),P[C<oo]=1: |Z,] < CVInn VYn>2.
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Beweis. Sei x > 1. Dann gilt

P[|Z,| > 2] = V[__]f exp(———)du < \/ri/" uexp(———)du - \/:pr( 2)

d.h. fiir n >2 und a > 1 gilt

P v/ 2 2
[|Z,] > V2alnn] < \/jexp(—ozlnn) _ \/771‘“
—— T T
1

und daraus folgt

ZIP|Z|> 2alnn] \/7271‘“ < oo.
2
Aus dem Lemma von Borel-Cantelli folgt schliefllich
P[|Z,] > V2alnn wo.] = 0.

Setzen wir C':= Sup, ., | Zs| - (Inn)~2, dann ist C < oo f.s. und damit ist die Behaup-
tung gezeigt. O

10.19 Satz. Sei (Z,)nen eine Folge von iid standardnormalverteilten ZV und sei
(Hp)new eine Haar-Basis von L2([0,1]). Dann konvergiert die Reihe

oo ¢
=Z%fHMMLth]
n=0 0

f-s. gleichmdfSig auf [0,1]. Der SP B = (By)o«<1 ist eine BB.

Beweis. Sei J € N und M >27. Aus Lemma 10.18 folgt dann

0o t o0 t
> |Zn|[ Hy(z)dz < C ) \/lnn|[ H,(x)dx|
n=M 0 n=M 0
< OYWj+1278 =5 0 vte[o,1].
j=J

Setze BY = YN Z, J§ Hy(z)dz. Dann sind die Abbildungen t = BN(w) stetig
fir alle w € . Da aulerdem (B} )yen f.5. gleichmiBig gegen B; konvergiert, folgt
auch die Stetigkeit der Abbildungen t » Bi(w) fir alle w € Q. Weiter ist B ein

Gau-Prozess, denn fiir 0 <ty < .. n <1 gilt
E[exp(iikatk)] = exp(zZkaZ / h;(x)dz)]

k=1 j=1k=1

- TIElexp(i Zékz f Hy(x)dx)]
7=1

(o) 1 n
- [Tew(-5(56 [0 Hy(x) dr)?)

1 oo n
- o5 206 [ Hi () do)?)
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(wobei benutzt wurde Z; ~ N(0,1) = a- Z; ~ N(0,a?)). Weiter gilt

Daraus folgt

)

Il
—_
T
—_
~

Il
—_

E[exp(i gn: &:By )] = eXP(—%fT(tk At)ikS)
=1

und aus Satz 8.8. folgt schlielich (B, ..., By,) ~ N(O, (tx At;),x). GeméaB Satz 10.7
ist B schlielich eine BB auf [0, 1]. O

Bemerkung: Wir haben die Brownsche Bewegung nur auf dem Intervall [0, 1] kon-
struiert. Durch Verschiebung und stetiges ,, Verkleben®“ erhilt man aber leicht eine
Brownsche Bewegung auf ganz R.,.
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Kapitel 11

Brownsche Bewegung beziiglich
einer Filtration

Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir wiederholen zunéchst einen Satz aus
der Wahrscheinlichkeitstheorie:

11.1 Satz (Zusammenfassen von ua o-Algebren). Sei (E;)ir, E; € F, eine ua Fami-
lie von n-stabilen Mengen und sei (I;)e; eine Zerlegung von I in paarweise disjunkte
Mengen I;. Setze Aj = 0(Uicr, Ei). Dann ist (Aj)jes ua.

Beweis. siehe Bauer: Wahrscheinlichkeitstheorie, Satz 6.5. O

11.2 Definition. Sei X = (X;)s0 ein SP mit Werten in R? und sei IF = (F;) 40 eine
Filtration.

(i) X besitzt unabhingige Zuwichse, wenn fiir alle n e N und 0 =ty < ... <t,
der Vektor (X, X3, — Xy, -+, Xe, — X3, ,) ua ist.

(ii) X besitzt unabhingige Zuwichse bzgl. einer Filtration IF, wenn
(1) X ist adaptiert
(2) X;-X; 1 F, VO<s<t.

Sei X = (X})0 ein SP. Dann definieren wir folgende Filtrationen:
(i) TX := (FX)po, wobei FX = o(X,: s<t)
(ii) FX = (FX)mo, wobei FX = Moo TFX,

(iii) FY i= (5 )0, wobei T :

FX VN(P).

Hierbei gilt die Teilmengenbeziehung FX ¢ FX c FX,

11.3 Satz. Sei X ein SP. Dann gilt

(a) Besitzt X uwa Zuwdichse bzgl. ¥, dann besitzt X ua Zuwdichse.
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(b) X besitzt genau dann ua Zuwichse bzgl. FX, wenn X ua Zuwichse besitzt.

Beweis.

(a) Besitze X ua Zuwiichse bzgl. IF- Wir beweisen Die Aussage durch vollsténdige
Induktion:

[A: Fiir n = 1 gilt offenbar Xy, - X;, I F;,. Daraus folgt die Unabhéngigkeit von
(Xt()ath - Xto)7 da Xto fﬂo—mb iSt, dh O-(Xto) c 31750'

IV Sel (Xto)th - Xt()? e 7th - thfl) ua.

IS: Nach Voraussetzung gilt X; ., — X;, U F;, und wegen o(Xy,,...,Xy,) € F,
gilt auch X; - X;, 1L o(Xy,,..., X, ). Nach Induktionsvoraussetzung ist damit
(Xt07Xt1 _Xt07 . ,th+1 - th> ua.

(b) Fiir 0=tpg<...<t,=s<tgilt

XXy L 0(Xigseo o X0) @ 0(Xp Xy - Xy X, = Xo )

(Zu (x): X, lasst sich schreiben als X;, = Zizl(th - Xy )+ X1).
Aus Satz 11.1 folgt damit

U U(Xtoa"'vth) 1 Xt_XSa

O=tp<...<tp=s
dh. X, - X, 1 FX.

]

11.4 Definition. Sei I eine Filtration. Eine Brownsche Bewegung bzgl. I ist
ein SP B = (By)»0 mit den folgenden Eigenschaften:

(B0”) By = 0 fs.

(B1”) B ~ N(0,t-s)

(B2”) B besitzt ua Zuwichse bzgl. F
(B3") t ~ By(w) ist stetig fir alle w € Q.

Kurz: B ist eine F-BB / (B¢, F¢ )10 ist eine BB / (B, ) ist eine BB.
Bemerkung: Fiir einen SP X = (X})s0 gilt folgende Aquivalenz:

X ist F-adaptiert <3 X, ist F-mb Vi >0 < FXcFVt>0.

11.5 Lemma. Sei (B,F) eine BB. Dann ist B eine BB.
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Beweis. Folgt aus Satz 11.3. O

11.6 Satz. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) B ist eine BB.

(i) (B,TB) ist eine BB.

(11i) (B,FPB) ist eine BB.

Beweis.

(i) < (ui) : Folgt aus Satz 11.3.

(iii) = (i1) : klar wegen B ¢ FB

(i1) = (i7i) : Der Beweis erfolgt in zwei Schritten:

Schritt 1: By — B, 1L FB Vs, t>0

Seit>0und A e FB = U0 FB.. Setze € := 1. Dann ist & f;'“ﬁl—mb fiir alle n € N

und es gilt fiir alle s > 0 wegen (i)
§ L Bt+%+s _Bt+%‘

B,, 1 und n = B,s — B;. Dann folgt

n

Setze nun 7, := B i

bedis ~
e (u,v) = @y, (u) - pe(v) VYu,veR,
wobei ¢z(u) = E[exp(i(, Z))]. Weiter gilt (da B stetige Pfade besitzt)
o= 1 und  (,,§) = (7,).
Daraus folgt
On(u) — @p(u) YueR und g, .o(u,v) — ©ueo(uw,v) Yu,veR.

Also ist n 1L € fiir alle € € f;"ﬁ 1, n €N und schlieflich folgt

(11.1) Bi.-B, 1 FZ.

Schritt 2: By,s— By 1L FP Vs, >0

Sei A € FB. Dann gibt es nach Definition von I'# ein AeFB und N e N(P), sodass
A=AuUN gilt. Damit gilt auch A 1L B, — B, fiir alle s,¢ > 0 und die Behauptung
folgt aus Schritt 1. O

Bemerkung: Im Beweis des Satzes 11.6 in (11.1) wurde Folgendes verwendet:
Sei X eine ZV und F eine o-Algebra. Dann gilt

X 1§ €Fmb = X 1 J.

Beweis. Setze E := {14: A e F}. Dann ist E ein multiplikationsstabiler Erzeuger
von F und aus einer modifizierten Version von Satz 11.1 folgt die Behauptung.
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Martingaleigenschaft der Brownschen Bewegung

Sei (B, T) eine BB. dann ist B ein Martingal bzgl. I, denn:
(i) adaptiert: klar per Definition

(ii) integrierbar: klar wegen B, ~ N(0,) V¢ >0

(iii) Martingaleigenschaft: Es gilt

E[B;|F,] = E[B,- B,+ B,|%,] = E[B,-B,]+B, = B,

Weiter gilt wegen By ~ N(0,t), dass |By|P € L'(IP) fiir alle t > 0 und p € [0, 00). Mit
der Jensen-Ungleichung erhalten wir somit fiir s <¢

|BolP = |E[B|F ] < E[|B|],

d.h. |BJP := (| Bt|P)ss0 ist ein Submartingal. Nun ldsst sich analog zum diskreten Fall
eine Martingalungleichung fiir die Brownsche Bewegung formulieren:

11.7 Satz (Doobs LP-Ungleichung). Sei b= (B;);s0 eine BB. Dann gilt

P P
E[sup [B] < (L) sup E[|B,F] = (L) E[[BF] V0, pe(l,00).
O<s<t p- 1/ o<s<t p - 1
Beweis. Sei t >0 und setze m, = ;—’Z : k=1,...,2"}. Dann gilt
(11.2) lim sup B; = sup B;
=00 semy 0<s<t

und fiir alle n € IN gilt gem&afl Doobs LP-Ungleichung im diskreten Fall

Blswp 5] < (L) swElBr) < (L) ELBP)

SET, SETY
bzw.

p
(11.3) lim inf E[sup |B,}"] < (%) E[|B,]"].

SETY,

Aus dem Lemma von Fatou folgt schliellich
(11.2) o . aLs) (p \P
E[sup |Bs|’] "= E[liminfsup|Bs’] < liminf E[sup|BsF] < P E[|B:[7].
0<s<t n=o0 semp n—eo semy b-

]
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(Starke) Markoveigenschaft der Brownschen Bewegung
Sei B = (Bt)s0 eine BB und definiere den SP W = (WW%);5 (a >0) durch
W = Bia— B,

Dann folgt aus Satz 10.8, dass W eine BB ist. Fiir eine BB (B, ') gilt auflerdem,
dass der SP Z = (Z;)»0, definiert durch

2
(11.4) Z; = exp (iuBt + %t) (ueR),
ein [F-Martingal ist, denn fiir s <t gilt (Adaptiertheit und Int’barkeit sind klar)

E[Z: 5]

E[exp(iu(B; — B) + u;(t -5))|Fs] Zs
= IE[eXp(iu(Bt—BS))|f7’~s]exp(%2(t—s))ZS
= E[exp(iu(Bt—BS))]exp(u;(t—s))Zs

- exp(- (- s) exp( (- 9)) 2
= Z,.

11.8 Satz. Sei (B,IF) eine BB. Dann ist (W2, %) eine BB, wobei F'* = (F¢)s0
definiert ist durch F¢ := Fpy,. Auferdem gilt

We n F, (dhFV0F,)

Beweis. Sei Z definiert wie in (11.4). Dann ist Z ein F-Martingal, d.h.
u? u?
E[exp(iuByyq + E(t +a))|Fa] = exp(iB, + ?a)
und damit gilt fiir alle u € R
2 2

E[exp(it(Bira - Ba))|F] = exp(%a—%(a+t)) - exp(—u;t),

also folgt By, — B, 1L F,. Damit erhalten wir mit vollstdndiger Induktion (wie in
Satz 11.3) fiir 0=ty <...<t,

(Bt1+a - BCH Bt2+a - Bt1+a7 s 7Btn+a - Btn,1+a) i 31&7

= (W W -Wg W -Wg )

tp-1

d.h. es gilt We 1 &F,. O
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Bemerkung: Im Beweis von Satz 11.8 haben wir Folgendes verwendet:

Sei X eine ZV und F eine o-Algebra. Falls E[exp(iuX)|F] deterministisch ist, so
gilt X 1 J.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass X I £ fiir alle F-mb ZV £ gilt. Sei also & F-mb.
Dann gilt fiir alle u,v e R

Elexp(iué +iwX)] = Elexp(iu) E[lexp(ivX)|F]] = E[exp(iuf)] - E[exp(ivX)],

d.h. es gilt X 1 &, woraus die Behauptung folgt.

11.9 Korollar. Die Brownschen Bewegungen B = (By)oct<a und We sind ua.

Beweis. Nach Satz 11.8 gilt

FE = o(B,: 0<t<a) ¢ F, 1 FV°

Bemerkung: Fiir einen SP X gilt

X ist F-adaptiert < FX c F.

Interpretation der Markoveigenschaft:

Wir haben gezeigt, dass B = (B;)o<<a und We ua Brownsche Bewegungen sind.
AuBlerdem gilt fiir alle ¢t > 0

Bt+a = (Bt+a_Ba) +Ba = Wta + Ba 5
—
¥, uLwg
d.h. anstatt von By aus zu starten und bis B;,, in t+a Zeiteinheiten voranzuschreiten,
koénnen wir ebenso von By bis B, in a Zeiteinheiten und dann von B, bis B;,, in t
Zeiteinheiten voranschreiten durch Anwendung von We.

Um nun die starke Markoveigenschaft der Brownschen Bewegung zeigen zu kénnen,
benotigen wir Stoppzeiten in stetiger Zeit, welche sich vollig analog zum diskreten
Fall definieren lassen. Wir definieren auflerdem fiir einen SP X und eine SZ T'

X1y (w) , auf {T'< o0}
Xr(w) = {1limy_e Xy(w) , auf {T' =00} n {limy_. X; existiert} .
0 , sonst

11.10 Satz (Doob’s Optional Sampling). Sei X ein F-Martingal und seien T, S f.s.
beschrinkte SZ. Dann sind Xt und Xg integrierbar und es gilt

E[X7|Fs] = Xras-
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11.11 Satz (Starke Markoveigenschaft). Sei (B,F) eine BB und T eine f.s. endliche
SZ. Dann gilt
Br.y—B;y 1L Fp Vt>0.

Auperdem sit WT = (WT )0, definiert durch W' := Br,, — By, eine FT-BB fiir
FT = (F])is0, definiert durch FT = Fryy, und es gilt

gng n Fr.

Beweis. Schritt 1: Bpyy — Br L Fr

Sei T eine f.s. endliche SZ. Der durch (11.4) definierte SP Z ist bekanntlich ein
F-Martingal, d.h. nach Doob’s Optional Sampling gilt

E[Zry|Fr] = Zr ¥t20

und daraus folgt

(11.5)  E[exp(iu(Br.w - Br))[Fr] = eXP(u;T_U;(T”)) B eXp(_u;t)’

also erhalten wir Br,; — By 1L 7 und By, — By ~ N(0,1).

Betrachte nun die SZ T An fiir ein n € IN. Dann ist 7' An beschrankt (ndmlich durch
n). Weiter gilt fiir A e Jr

An{T <n} cFrnTF, =Frm
und daraus folgt fiir alle u,v € R
Elexp (it L anren) +i0(Branst = Bran))]
Elexp(iu 1 anireny)] - Elexp(iv(Branet = Bran))].
Mit dominierter Konvergenz erhalten wir schlielich fiir n — oo
(11.6) E[exp(iula+iv(Brs— Br))] = Elexp(iuly)] - E[exp(iv(Brs — Br))].

Da & :={14: AeFr} multiplikationsstabil ist und wegen (11.6) gilt WT 1 &, folgt
aus Satz 11.1

(1L.5)

Schritt 2: W7 ist FT-Martingal und FW" 1 Fr
Setzen wir in (11.5) A =Q ein, so erhalten wir fiir ue R, ¢ >0

) u?
E[exp(lu(BT/\n+t - BT/\n))] = eXP(_gt)>
— E[exp(iu(Br+t—Br))]

d.h. es gilt By, — By ~ N(0,1) fiir T f:s. endlich. AuBlerdem gilt offenbar W¢ = 0

und weiter fiir alle s,z >0
WtT_WST = BT+t_BT+s v BT+5+u_BT+S T:£+S BT+u_BT ~ N(O,u) = N(O;t_s)'

Analog erhalten wir W' - WI' 1 FT d.h. W7 ist ein -Martingal (Stetigkeit und
Adapthiertheit sind klar) und mit vollstdndiger Induktion folt schlielich auch

:?KT n Fr.
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Weitere Eigenschaften der Brownschen Bewegung

Sei B = (By)s0 eine F-BB. Dann definieren wir fiir b € R die sogenannte Trefferzeit
m, = inf{t >0: B, =b}.

Man kann zeigen, dass 7, eine f.s. endliche SZ ist, womit wir folgenden Satz erhalten:

11.12 Satz (Reflexionsprinzip). Sei B = (B;)0 eine BB. Dann gilt fiir b,t >0

Pl <t] = 2P[B; > b].

Beweis. Fiir b,t > 0 gilt

P[Tb§t7Bt<b] = IP[TbSt,Bt_BTb<O]
—_— ——
€ Jn, e FWh
(t =u+ Tb) = P[Tb < t] IP[BTb+U - BTb < O]
—_———
~ By

und damit schlielich

Plr<t] = Plr<t, Bi>b]+P[n,<t, B <b]
1
= IP[T[,Sf,Bth]+§IP[TbSt]

11.13 Definition. Sei X eine ZV mit Dichte f.

(i) X heifit halb-normalverteilt mit Varianz o2, wenn

f(x) = @ exp(-oy) (2>0)

kurz: X ~ 3N(0,02).

(ii) S heifit invers-normalverteilt oder Wald-verteilt, wenn

@) =\ oz en(-3) @>0)

kurz: X ~ W ().
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Seien nun M, := sup.,; Bs und m, = info.s; Bs. Dann gilt offenbar fiir b,¢ > 0
(11.7) {m <t} = {M,>b}
und weiter:
11.14 Satz. Sei (B,F) eine BB. Dann gilt
T~ W([b])

und auflerdem

1
Mt ~ |Bt| ~o=MMy Mt_Bt ~ Bt_mt ~ §N(0,t)

Beweis. Wegen Satz 11.9 und (11.7) gilt
P[M;>b] = P[n,<t] = 2P[B; > ]
und daraus folgt
P[M,<b] = 1-P[M,>b] = 1-2P[B, <b] = P[|B,|<b].
Weiter gilt offenbar my = —supg.,.,(—Bs) ~ —M; und, da (Ba—t — B, )ost<a ¢ine BB ist
M, - B, = sup(Bs—-B;) = sup(By_s—B;) ~ sup By = M,

0<s<t 0<s<t 0<s<t

bzw.
Mt_Bt ~ Bt_mt.

Schliellich lasst sich leicht nachrechnen, dass
2 e x?
P[|B,) < :\/—f (——)dt
[1B:] < 2] 7wt Jo exp 2t
gilt, d.h. |By| ~ $N(0,1). O

11.15 Satz (Gesetz des iterierten Logarithmus). Sei B = (By);s0 eine BB. Dann
gilt

P

B
limsup ————=1] = 1.
=0+ (2tInln )2

11.16 Korollar. Sei B = (B;);s0 eine BB. Dann gilt
_B,

liminf —— = 1 fs.
=0+ (2¢tInln )2

B
limsup—lt1 = 1 fs
toco (2¢tInlnt)2
—liminfL = 1 fs.

t=ee (2tInln %)%

Beweis. Wende Satz 11.15 auf die BB (=B;) o0, (tB%)tzo und (_tB%)tzo an. ]
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