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3.5.4 Nach links beschrinkte Verteilungsfunktionen



Einleitung

Charakteristische Funktionen wurden urspriinglich als Hilfsmittel fiir Fragestellungen der
Wahrscheinlichkeitstheorie entwickelt; ihnen kommt eine wichtige Rolle bei der Gewinnung
von Grenzwertaussagen iiber Verteilungen zu. Ihr Studium hat sich jedoch dariiber hinaus
als Gegenstand von eigenem mathematischen Interesse herausgestellt, was durch eine Fiille
von Publikationen bezeugt wird.

Die Literatur iiber charakteristische Funktionen, die sich speziell den zugehorigen Un-
gleichungen widmet, ist allerdings in weiten Teilen iiber verschiedene Monographien und
viele Zeitschriften verstreut; eine umfassende Ubersicht fehlte bislang. Als Teil meiner Di-
plomarbeit mit dem Titel “Ungleichungen fiir charakteristische Funktionen” erstellte ich
daher auf Anregung meines Betreuers Prof. Zoltan Sasvari eine Ubersicht iiber einschli-
gige Ergebnisse. Nach Einreichung der Arbeit wurde der Wunsch laut, diese Ubersicht
einem erweiterten Leserkreis zugénglich zu machen; dem soll mit dieser Verdffentlichung
entsprochen werden. Mit Satz 2.14 wurde darin zudem ein Ergebnis der Diplomarbeit auf-
genommen.

Aufgrund der Vielzahl von bekannten Ungleichungen fiir charakteristische Funktionen
erwies es sich als notwendig, fiir die Aufnahme in das Verzeichnis eine Auswahl zu tref-
fen. Wir wéahlten iiberwiegend diejenigen Ungleichungen aus, in denen die charakteristi-
sche Funktion mittels elementarer Ausdriicke abgeschitzt wird. Dabei gibt es jedoch die
beriihmte Ausnahme: In wenigen Féllen, bei denen es sich um héufig zitierte Ergebnis-
se handelt, werden hier auch Ungleichungen aufgelistet, in denen Integralausdriicke zur
Abschétzung verwendet werden.

Wihrend wir in Kapitel 1 mit dem allgemeinsten Fall beginnen, indem wir einen Uber-
blick iiber Ungleichungen positiv definiter Funktionen geben, stellen wir in Kapitel 2 Ab-
schédtzungen fiir charakteristische Funktionen mehrdimensionaler Verteilungen vor. Schliefs-
lich beinhaltet Kapitel 3 eine Zusammenstellung von Ungleichungen im Fall eindimensio-
naler Verteilungen. Dort zitieren wir auch die genaueste aktuell bekannte Abschétzung fiir
das minimale Streuungsprodukt positiv definiter Dichtepaare.

Diese Arbeit setzt sich im wesentlichen aus den Kapiteln 3, 4 und 5 von [9] zusammen.



1 Ungleichungen fiir positiv definite Funktionen

In diesem Abschnitt zitieren wir Aussagen fiir positiv definite Funktionen. Charakteris-
tische Funktionen sind Spezialfille positiv definiter Funktionen; siehe dazu etwa [2]. Im
Kontext abstrakter Gruppen notieren wir die Gruppenoperation als Multiplikation und
bezeichnen das neutralen Element mit e. Wenn wir die Gruppen R, Z oder C betrachten,
schreiben wir die Gruppenoperation als Addition. Fiir ein gegebenes © € G bezeichne xy

die Rechtstranslation durch y € G, 7! das zu x inverse Element.

Definition 1.1 (Positive Definitheit). Eine komplexwertige Funktion ¢ definiert auf einer
Gruppe G heifst positiv definit, wenn die Ungleichung

> gla; wy)er > 0
ij=1
fiir alle n € IN, fiir alle x1,...,z, € G und fiir alle ¢4, ..., ¢, € C gilt.

Satz 1.2 (|24], Theorem 1.4.1). Sei f eine positiv definite Funktion definiert auf einer
Gruppe G. Dann gilt

(i) |f(x)| < f(e) fir alle x € G,
(i) 1f(x) = f(W)I* < 2f(e)[f(e) = Re f(x~"y)]  fir alle x,y € G;
(iii) |f(e)f(xy) — f(x)f(W)|* < [f(e)* = f(@)[*] - [f(e)* = [f(y)[] fir alle x,y € G;

(iv) |30, aif (z:)]> < fle) >t f(zi'z)a@a;  fir alle Teilmengen {z1, ... ,z,} von G
und alle Folgen {ay,...,a,} komplexer Zahlen;

12 _
(v) |30y 2oy flay tyy)aibs| < (Zi,j:l f(Iflxj)az‘a_j) (Zi,j:l f(yflyj)bz‘bj> fir alle
Teilmengen {1, ..., 2.}, {y1, ..., yn} von G und alle Folgen {ay, ... ,a,},{b1,...,bn}

komplexer Zahlen.

Fiir die Definition der Faltung von Funktionen auf lokal kompakten Gruppen sowie deren
Integrierbarkeit verweisen wir auf [10], §§ 15, 19 und 20. Wir zitieren jedoch eine Aussage
zur Charakterisierung der Faltung; hier und im folgenden Satz bezeichne dy die Integration
beziiglich des Haarschen Mafes.



Bemerkung 1.3 (|10], Theorem 20.10 (ii)). Sei G eine lokal kompakte Gruppe, die auf G
definierten Funktionen f und g seien integrierbar beziiglich des Haarschen Mafes. Dann
gilt fiir die Faltung f * g:

frgl@) = /Gf(xy)g(yl)dy-
Wir sind nun vorbereitet fiir die folgende Abschétzung.

Satz 1.4 (|24], Theorem 1.4.3). Sei G eine lokal kompakte Gruppe, [ positiv definit und
stetig auf G. Sei V' eine symmetrische Umgebung von e mit kompaktem Abschluss, wir
setzen x = Ly /AN(V), wobei 1y die Indikatorfunktion der Menge V sei. Dann gilt die
Ungleichung

(@) = Fox(@) < 20 (AV) / [F(e) — Re f(y)ldy

1%
fir alle x € G.

Satz 1.5 ([24], Theorem 1.4.4). Sei f eine positiv definite Funktion auf einer Gruppe G,
so dass f(e) = 1. Dann gelten die folgenden Ungleichungen fir beliebiges x € G und alle
n € IN:

(i) 1 —Re f(z") < n{l = [Re f(z)]"},
(i) 1= [f(@")] < n{l = [f(x)["}.



2 Ungleichungen charakteristischer Funktionen in R"™

2.1 Beliebige Verteilungen

Wir geben zunéchst eine Formulierung von Satz 1.5 fiir mehrdimensionale charakeristische

Funktionen an.

Satz 2.1 (|26], Theorem 1.8.11). Fir eine beliebige in R™ definierte charakteristische
Funktion [ und beliebiges n € N gilt

1 —Re f(nt) <n{l - [Re f(t)]"} < n’[l — Re f(t)]

fur alle t € R™.

Satz 2.2 (|26, Theorem 1.8.12). Sei f eine in R™ definierte charakteristische Funktion,
fir die | f(t)] < c fir ||t]| > b,c < 1,b> 0 gelte. Dann gilt

1—¢?
4h?

[f)] <1 - Il

fir ||t]| <o.
Bei der folgenden Aussage handelt es sich um einen Spezialfall von Satz 1.2 (ii).

Satz 2.3 ([26], Theorem 1.8.13). Fiir eine beliebige in R™ definierte charakteristische
Funktion [ gilt

1
Im f(6) < —= /1= Re f(20)

fur alle t € R™.

Satz 2.4 (|26], Theorem 1.8.14). Fir eine beliebige in R™ definierte charakteristische
Funktion f und beliebige t1,to gilt

[f b1+ t2)] > [FEDIF(62)] = (1= £ (E))2)(1 = [f(£2)])"?).



Satz 2.5 (|26], Theorem 2.7.2). Sei F' eine Verteilungsfunktion auf R™ mit charakteristi-
scher Funktion f. Dann gilt fiir u >0

/ dFX S—Z/ 1—Ref 51jt17"' )}dt]
lIxl1>1/u

und
/ F(x) < — Z/ f(Oujtes ooy Omgtm)]dt;.
HXHZ2/U

Dabei bezeichnet 6;; das Kronecker-Symbol.

Man betrachte den Wiirfel

I"={x=(xq,...,0p): -1 <2 <1, ... ,—1<ux, <1},

und seien e@) = (¥, .. @) j =1,...,2™ die Ecken von I™, die so nummeriert seien,

dass e0) = 0+2"7) 4 — 1, o, 2mL

Satz 2.6 (|26], Theorem 2.7.3). Sei F' eine Verteilungsfunktion auf R™ mit charakteristi-
scher Funktion f. Dann qilt fir u > 0

271

/ dF(zy1,...,Tm <—Z/ [1 —Ref(et,...,.eWt)]dt.
Sr ekl >1/u

Satz 2.7 (|26], Theorem 2.7.4). Sei F' eine Verteilungsfunktion auf R™ mit charakteristi-
scher Funktion f. Dann gilt fir u > 0

c(a)
/x||>a dF(x) < _/I [1 — Re f(t)]dt

fiir beliebiges o« > m/+/m, wobei




2.2 Spezielle Verteilungen
2.2.1 Nichtdegenerierte Verteilungen

Satz 2.8 ([26], Theorem 2.7.1). Sei f die charakteristische Funktion einer nicht- degene-

rierten Verteilung in R™. Dann existieren positive Zahlen § und e, so dass
()] < 1—et]?

fir ||t]] < 6.

Ushakov ([26], S. 29) bemerkt, dass die Ungleichung in Satz 2.8 nicht gleichméfig
iiber alle charakteristischen Funktionen gilt, d.h. die Zahlen § und ¢ kénnen nicht fiir alle

charakteristischen Funktionen gleich gewdhlt werden.

Lemma 2.9 (|26], Lemma 2.7.1). Sei f die charakteristische Funktion einer nicht- dege-
nerierten Verteilung in R™. Dann existieren ein a > 0 und eine nicht-degenerierte Vertei-
lung, die in der Kugel |[t|| < a konzentriert ist und deren charakteristische Funktion g die

Beziehung
[Re f(t)| < Reg(t)

fir alle ||t|| < 7/(2a) erfallt.

2.2.2 Verteilungen mit beschrinktem Triger

Satz 2.10 (|26], Theorem 2.7.5). Sei X ein m-dimensionaler Zufallsvektor mit Dichte p
und charakteristischer Funktion f. Gilt || X|| < ¢ und

sup p(x) < a,

xeR™
dann gilt
2a0 . ||t]]
f(t)| < —sin —
1= g 20
fir 6]] < £, und
dagc T
t) < in —
£(0)] < s T



fiir [[t]| > 3=, wobei
7.{.(mfl)/Qcmfl

T ((m+1)/2)"

ag =

Korollar 2.11 (|26], Corollary 2.7.1). Seien die Voraussetzungen von Satz 2.10 erfillt.

Dann gilt
1t]* . m
t) <1——— t) < —
SO <1- 350 firl <
und )
T
t)<1—-——— ir ||t —.
01 1= 5o fir 4> 5

Definition 2.12. Wir definieren die stetigen' Funktionen h; : R — R und hy : R — R
durch

ZIns25 firz#0

1 firxz=0

h1 (ZL‘) =

und
21*;# fiir x #0
1 fir x = 0.

hy(z) =

Fiir den folgenden Satz sei daran erinnert, dass beschréankte Zufallsgrofen Momente

beliebiger Ordnung besitzen.

Satz 2.13 (|26, Theorem 2.7.6). Sei X ein beschrinkter m-dimensionaler Zufallsvektor,
|1X|| < ¢, mit charakteristischer Funktion f und Kovarianzmatriz ¥. Fir jedes a € [0, /4]
qilt
t73t
[F()] <1 —ha(a)

fir ||t|| < a/ec. Dabei ist hy die Funktion aus Definition 2.12.

2.2.3 Absolutstetige Verteilungen

Die folgende Aussage kann als Verscharfung der zweiten Ungleichung in Satz 2.10 im Fall

konkaver Dichtefunktionen betrachtet werden.

! Die Stetigkeit in 0 iiberpriift man leicht mit Hilfe der Regel von Bernoulli-L’Hospital.

9



Satz 2.14 (|9], Satz 2.2). Sei F' eine absolutstetige Verteilung mit einer stetigen konkaven
Dichtefunktion p, deren Triger eine kompakte konvexe Teilmenge des R™, m > 2, mat
inneren Punkten sei. Dann erfillt die zugehorige charakteristische Funktion f die Unglei-

chungen

fiir [[l] < =%, und

fur alle t € R™, t # 0, wobes

K = K(m,p) = 2supp(x) - Vg [R(D)]" ",

xeD

dabei sei D = supp(p), R(D) der Radius einer Kugel, die D enthdlt, und V,, = %

das Volumen der Einheitskugel in R™.

Satz 2.15 (|26], Theorem 2.7.13). Sei X ein m-dimensionaler Zufallsvektor mit Dichte p
und charakteristischer Funktion f, § sei beliebig mit 0 < 6 < 1. Gilt

sup p(x) <a < o0
xeR™

und
Eg(|IX]]) < o0

fiir eine nichtnegative streng monoton gegen oo wachsende Funktion g, dann gilt

1—4)3
o<1 O ey
0
fiir [[t]] < 7/2¢c, und
(1-9)°
t) <1-—
fir ||t]| > 7/2¢, wobei
1 (Eg(IXD)
_ 1
c=y < 5
und
,H_(m—l)/2cm—1
ag =

T ((m+1)/2)"

10



Korollar 2.16 (|26], Corollary 2.7.2). Sei X ein m-dimensionaler Zufallsvektor mit Dichte
p und charakteristischer Funktion f, 0 sei beliebig mit 0 < § < 1. Es gelte ferner

sup p(x) <a < o0

xcR™
sowie

E[[X]|* < oo (1)
fur ein o > 0, ferner bezeichne
Yo = min E[X —b]*.

Dann gilt

(1 — 6)352m=D/a [p(mtL)]?

£12
37Tm+1%2¥(m—1)/0<a2 H H

|f(t)] <1-—

fir |[t] < 2(6/7a)"®, und

(1 — §)362m/e [1(z)]?

127m—12m/ g2

[f)]<1-

fiir [t]] > 2(6/70)"/".

Der Autor von [26] weist darauf hin, dass die Ungleichungen in Satz 2.15 und Korollar
2.16 isotropisch sind, d.h. dass ihre rechten Seiten nur von der Norm des Vektors t abhén-
gen. Insbesondere in dem Fall, dass eine Verteilung in bestimmte Richtungen ausgedehnt
und in andere Richtungen komprimiert ist, sind die so entstandenen Abschétzungen grob.
Fiir verbesserte Abschéitzungen in den genannten Féllen verweisen wir auf Satz 2.23 und
Korollar 2.24.

2.2.4 Kugelsymmetrische Verteilungen

Satz 2.17 (|26], Theorem 2.7.16). Seien X und Y kugelsymmetrische m-dimensionale
Zufallsvektoren mat den zugehorigen charakteristischen Funktionen f und g. Falls Y be-
schrankt ist, d.h. [|[Y|| < ¢, und

PIX]| <7) <P([Y] <)

fir alle r > 0 erfillt ist, dann gilt
|f(£)] < g(t)
Jir [|t]] < w/(2c).

11



Satz 2.18 (|26], Theorem 2.7.17). Sei X ein kugelsymmetrischer m-dimensionaler Zufalls-
vektor mit Dichte p, die beschrinkt sei, und charakteristischer Funktion f. Falls supycpm p(x) <

a, dann gilt
m 2 m/2
t) <I'(—=—+1)(——— t
|f( )‘ — <2 + ) (TQHtH) ‘]m/Q(Ta” H)

fir ||t|| < w/(2r,), wobei J, die Besselfunktion der Ordnung p und r, den Radius einer

Kugel vom Volumen 1/a bezeichne:

Tg =

e

2.2.5 Gleichverteilung auf speziellen Mengen

Satz 2.19 ([6], Assertion 1). Sei f die charakteristische Funktion der gleichmdfigen Ver-

teilung in einer Kugel vom Radius R in R™. Dann gilt

Rt

fiir [[t]] < 3.

12



2.3 Verteilungen mit Momenten

2.3.1 Verteilungen mit erstem Moment

Satz 2.20 ([26], Theorem 2.7.9). Sei X ein m-dimensionaler Zufallsvektor mit charakte-
ristischer Funktion f. Ist
O = E[IX]| < oo,

dann gilt
Re f(t) = 1 —Gi|t]
fur alle t € R™.

2.3.2 Verteilungen mit zweitem Moment

Satz 2.21 (|26], Theorem 2.7.8). Sei F' eine m-dimensionale Verteilungsfunktion mit cha-
rakteristischer Funktion f und Kovarianzmatriz 3. Dann gilt
tTYt

2

f(t)] =1 -

fur alle t € R™.

Satz 2.22 (|26], Theorem 2.7.10). Sei F' eine m-dimensionale Verteilungsfunktion mit
charakteristischer Funktion f und Kovarianzmatriz ¥. Dann gilt fiir jedes a € (0,/2)

tT3t }

O = exp{ = (@)=

fiir alle t € R™, die die Bezichung t"Xt < a? erfiillen. Dabei ist hy die Funktion aus
Definition 2.12.

Satz 2.23 (|26], Theorem 2.7.14). Sei X ein m-dimensionaler Zufallsvektor mit charakte-
ristischer Funktion f, Dichte p und Kovarianzmatriz Y. Gilt

sup p(x) < a,
xeR™

dann gilt
m 2
— 2m+8ﬂ-m+1a2(0-2>m—1

13



fir VTSt < /4, und

o<1 2 1] 1¢]]2

2m+12ﬂ-m 1a2(0—2)m 1 (tTEt)

fiir VtT3t > 7/4, wobei o = E||X]|2.

Korollar 2.24 (|26], Corollary 2.7.3). Seien die Voraussetzungen von Satz 2.23 erfillt.
Dann gilt

[(=Y)] )12
|f(t)] < exp {Qm—s—sﬂ-m 1a2(02) “Hr? + 16(t7Xt)] }

Satz 2.25 (|26], Theorem 2.7.15). Sei X ein m-dimensionaler Zufallsvektor mit charakte-

ristischer Funktion f, Dichte p und Kovarianzmatriz 3. Gilt

sup p(x) < a,
xeR™
dann gilt
w2 tT3t((m — 1))?
O <ep] T (m = L) |
27 a2|3|(8m)mm™m=1(27 + /mVtTt)?
wobei

(m—1= [ (m—k),

1<k<m
k ungerade

und |X| bezeichnet die Determinante der Matriz.
2.3.3 Verteilungen mit Momenten héherer Ordnung

Satz 2.26 (|26], Theorem 2.7.7). Sei X ein m-dimensionaler Zufallsvektor mit charakteris-
tischer Funktion f und Kovarianzmatriz 3. Ist X symmetrisch verteilt und ist E||X||* < oo,

dann gilt
tTYt tTYt  E|IX|*
5 S ft)s1-— “ ”

- Ie[1*

fur alle t € R™.

Definition 2.27. Die Funktion ¢ : (0,1] — R sei definiert durch

0 — sin6
=G ae

14



wobei 6 die (im Intervall (0,27)) eindeutige Losung der Gleichung

) 1
2<2+5>x2+ 2+5xsinx+cos:1:: 1

ist.?

Satz 2.28 (|26], Theorem 2.7.11). Sei X ein Zufallsvektor mit Erwartungswert 0 und
charakteristischer Funktion f. Gilt

E|X|]*" < o0

fiir ein 0 < 6 <1, dann gilt

tTSt 246 2 s 246
f(E)] <1 - + c(0) (E[| X7 + E[|IX|I"E[|X[|]°)[t]]

fuir alle t € R™, wobei ¢ die in Definition 2.27 gegebene Funktion ist.

Satz 2.29 (|26], Theorem 2.7.12). Sei X ein Zufallsvektor mit charakteristischer Funktion

f und Kovarianzmatriz . Gilt
E[| X2 < o0

fur ein 0 < 69 < 1, dann existiert fiir beliebiges 0 < § < oy und beliebiges € > 0 ein A > 0,

so dass
T

tiYt
f(6)] <1— + el|t]**°

fir ||t]] < A.

2Fiir den Beweis der Existenz und Eindeutigkeit von § verweisen wir auf [26], Beweis von Lemma 2.1.10.

15



3 Ungleichungen charakteristischer Funktionen in R

3.1 Beliebige Verteilungen

Wir zitieren zunéchst zwei haufig verwendete Ungleichungen, die eine Verteilungsfunktion
F und ihre charakteristische Funktion f in Beziehung setzen; die erste ist auch als Stut-
zungsungleichung bekannt. Eine leicht abgewandelte Form dieser ersten Ungleichung wurde
in [26] auf den mehrdimensionalen Fall verallgemeinert; wir verweisen auf die Sétze 2.5 bis

2.7 der vorliegenden Arbeit.

Satz 3.1 (|8], Abschnitt 7.1, Satz 6). Sei f die einer Verteilungsfunktion I zugehirige
charakteristische Funktion. Dann gilt mil den Abkiirzungen a = (1 —sinl)™! < 7,b =
(1—cos1)™t <3

dF O T dt,
/m O / (1 - Re f(t)) dt

T

/| ) < (= Re f(x) dt.

Wir geben an dieser Stelle die eindimensionale Formulierung von Satz 1.5 bzw. Satz 2.1

und eine Folgerung an.

Satz 3.2 ([|26], Theorem 1.4.1). Fiir eine beliebige charakteristische Funktion f undn € N
qgilt
1~ Re f(nt) < n{l — [Re f(1)]"} < n[1 — Re (1)

fir alle t € (—o00, 00).
Korollar 3.3 (|26], Corollary 1.4.1). Fir eine beliebige charakteristische Funktion f und
n e N gt

L—[f(nt)]* < n’[1 = |f()]’]

fiir alle t € (—o0, 00).

Es folgen Satz 2.4 im eindimensionalen Fall und zwei Konsequenzen aus dessen Aussage.

16



Satz 3.4 (|26, Theorem 1.4.2). Fiir eine beliebige charakteristische Funktion f und belie-
bige t1, to gilt

[t t2)] = [F (@)1 f(E2)] = (1= [F@)P)21 = [£(2) )2,

Korollar 3.5 (|26], Corollary 1.4.2). Sei f eine charakteristische Funktion, fir die |f(t1)| >
cos o1 und | f(t2)| > cosy gelte, wobei oy > 0, w2 > 0 und 1 + w2 < 5. Dann gilt

|f(t1 +t2)] > cos(p1 + p2).

Fualls insbesondere
| f(t)] > cos ¢,

dann gilt
|f(nt)] = cos(np).

Lemma 3.6 (|26, Lemma 1.4.1). Sei f eine charakteristische Funktion. Angenommen, es

gelte

[f(t)] > 1—ct (2)
und

[f{t2)] > 1 — ct3, (3)
wobei ¢ eine positive Konstante ist, t; > 0,ty > 0. Dann gilt

|f(t1 + t2)| >1-— C(tl + t2)2. (4)

Das ,,>“Zeichen kann in allen drei Ungleichungen (2)—(4) simultan durch ,>% ersetzt

werden.
Aus diesem Lemma erhélt man die folgende Aussage:

Korollar 3.7 (|26], Corollary 1.4.3). Sei f eine charakteristische Funktion. Dann impliziert
|f(to)| > 1 —ct2, dass |f(nto)| > 1 — c(ntg)? fiir beliebiges n € N gilt.

Satz 3.8 (|26], Theorem 1.4.3). Sei f eine charakteristische Funktion. Dann gelten die

folgenden Aussagen.:
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1. Gilt |f(t)] > 1 — ct? in einer Umgebung des Ursprungs, wobei t # 0, ¢ konstant,
dann gilt |f(t)| > 1 — ct? fiir alle t. Die Aussage bleibt giiltig, wenn ,>* in beiden

Ungleichungen durch ,>* ersetzt wird.

2. Gilt Re f(t) > 1 — ct? in einer Umgebung des Ursprungs, wobei t # 0, ¢ konstant,
dann gilt Re f(t) > 1 — ct? fiir alle t. Die Aussage bleibt giiltig, wenn ,,>* in beiden

Ungleichungen durch ,>“ ersetzt wird.

Die nun folgende Aussage wurde bereits im mehrdimensionalen Fall als Satz 2.2 formu-

liert.

Satz 3.9 (|26], Theorem 1.4.4). Sei f eine charakteristische Funktion, so dass

[f)] <c
fir |t| > b gelte, wobei 0 < ¢ <1, b> 0. Dann gilt
1—c
) <1-— t2
o<1

fir |t] <b.
Der néchste Satz ist wiederum eine Folgerung aus Satz 1.5.

Satz 3.10 (|26, Theorem 1.4.5). Fiir eine beliebige charakteristische Funktion f gilt

Im £(1)] < % = Re/(20)

und
[f(t+5) = f(B)]* < 2[1 — Re f(s)]
fiir beliebige s, t € R.

Im folgenden zitieren wir einige Varianten der sogenannten Stutzungsungleichung, die

einen Zusammenhang zwischen dem Verhalten des Schwanzes einer Verteilungsfunktion

und dem Verhalten der zugehdrigen charakteristischen Funktion in einer Umgebung des

Ursprungs herstellen.
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Satz 3.11 (|26], Theorem 1.4.7). Sei f eine beliebige charakteristische Funktion, F die
zugehorige Verteilungsfunktion. Dann gilt fir jedes 0 < a < 27

CL2

/lxga/t w?dF(z) < m[l — Re f(1)]

fur alle 0 <t < a.

Korollar 3.12 ([26], Corollary 1.4.4). Sei F' eine Verteilungsfunktion mit charakteristi-
scher Funktion f, dann gilt firt >0

/ 2?dF(x) < 2‘1254[1 — Re f(t)].
|1/t t

Korollar 3.13 (|26], Corollary 1.4.5). Sei f eine beliebige charakteristische Funktion, F
die zugehorige Verteilungsfunktion. Dann gilt fir beliebiges 0 < a < 27

CL2

/:v<a/t AP @) S s el ~ Re W)

fur alle 0 <t < a.

Wir geben nun einen besonders einfachen Spezialfall der zweiten Ungleichung in Satz 2.5

an.

Satz 3.14 (|26], Theorem 1.4.8). Sei f eine beliebige charakteristische Funktion, F die
zugehorige Verteilungsfunktion. Dann gilt fir t > 0

/|ac|22/t 4F(@) < %/_tt[l — f(u)ldu.

Satz 3.15 ([11], Theorem 10). Sei X eine Zufallsvariable und sei 3y, = E(|X|7 - Lgxj<e}),

wobet v und ¢ positive Konstanten sind.

(a) Falls v > 2, dann gilt
ﬁyc ﬁyc .
Re f(t) S 1— C_'Y + CT COb(tC)

fir |t] < 2r/c.
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(b) Falls v € (0,2), dann gilt

ﬁcff cos(tc) — 2P(|X] > ¢)

mf@zl—%§+

fir [t| < b,/c, wobei b, die eindeutige Losung der Gleichung % = tan(3b) fir b € (0, )

18t.

3.2 Spezielle Verteilungen
3.2.1 Nichtdegenerierte Verteilungen
Wir zitieren die eindimensionale Formulierung von Satz 2.8.

Satz 3.16 ([26], Theorem 1.4.6). Sei f die charakteristische Funktion einer nichtdegene-
rierten Verteilung (nicht in einem Punkt konzentriert). Dann existieren positive Zahlen &

und €, so dass
fO) <1—et?

fir |t| <6 gilt.

3.2.2 Verteilungen mit beschrinktem Trager

Wir erinnern noch einmal daran, dass beschrinkte Zufallsvariablen Momente beliebiger

Ordnung besitzen. Weiterhin fiihren wir den Begriff der Konzentrationsfunktion ein.

Definition 3.17. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F'. Die Konzentrati-

onsfunktion von X (oder von F) ist definiert als

Qx(l) =Q(F;1) =supP(a <X <a+]).
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Satz 3.18 ([26], Theorem 2.2.1). Seien X und Y beschrinkte Zufallsvariable, |X| < ¢,
Y| <e¢, ¢ >0, und seien @ und 1 ihre charakteristischen Funktionen. Gilt

Qx(22) < P(|Y] < 2)

fiir beliebiges z > 0, dann gult
|o(t)] < Ret(?)
fir |t| < m/2c.

Wir zitieren nun Satz 2.10 und Korollar 2.11 in der eindimensionalen Variante.

Satz 3.19 (|26], Theorem 2.2.2). Sei X eine Zufallsvariable mit Dichtefunktion p und
charakteristischer Funktion f. Ist |X| < ¢ f.s. und gilt p(z) < a fir alle x (c und a seien

positive Konstanten), dann gilt

2 t
Ol < Fsino- fiirll < o (5)
und A
ac ™ ™
t)| < —sin — ir |t > —. 6
SOl < ==sin oo i fi] > o (6)

Diese Abschitzungen sind scharf. In (5) gilt die Gleichheit, wenn X gleichméfig verteilt
auf einem Intervall der Lange 1/a ist. Weiterhin kann fiir beliebig grofes t eine Verteilung
so gewahlt werden, so dass in (6) die Gleichheit gilt. Fiir Details verweisen wir auf [26] (S.
85und Appendix A, Ex. 35).

Korollar 3.20 (|26], Corollary 2.2.1). Seien die Voraussetzungen von Satz 3.19 erfillt.

Dann gilt
t2

T
<1- — ir |t < —
FOI<1- s firl] <o
und |
T
<l1-— i —.
OIS 1= oog il > o

Die folgende Aussage folgt fiir m = 1 aus Satz 2.13. Es sei hy die in Definition 2.12

gegebene Funktion.
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Satz 3.21 (|26], Theorem 2.2.3). Sei X eine beschrinkte Zufallsvariable, |X| < ¢, mit
charakteristischer Funktion f und Varianz o®. Dann gilt fiir beliebiges a € [0, /4],

o?t?
ft)] <1- hz(a)T

fir |t] <afc.

Satz 3.22 ([26], Corollary 2.2.2). Sei X eine beschrinkte Zufallsvariable, |X| < ¢, mit

charakteristischer Funktion f und Varianz 0. Dann gilt

4
f(B)] <1— 0%
™

fir |t] < m/4c.

Satz 3.23 (|26], Theorem 2.2.4). Sei X eine beschrankte Zufallsvariable, |X| < ¢, mit

charakteristischer Funktion f und Varianz o*. Dann gilt fir beliebiges a € [0, /4],

o?t?

e { (0% | < 170] < e { @}

fir |t] < afc.

Die obere Schranke dieses Satzes erhalten wir aus Satz 3.21, wihrend die untere Schran-

ke aus Satz 3.60 folgt, den wir an spéaterer Stelle formulieren.

Satz 3.24 ([26], Corollary 2.2.3). Sei X eine beschrinkte Zufallsvariable, |X| < ¢, mit

charakteristischer Funktion f und Varianz 0. Dann gilt

Lo 1—a?/12
exp{_ za g2t2}§|f(t)|§exp{—+/g2t2}

fir |t] < afec.

Satz 3.25 ([3], S.45). Sei X eine beschrankte Zufallsvariable, |X| < ¢, mit charakteristi-

scher Funktion f und Varianz o*. Dann gilt

o242 o242 1
< t) < 3 t < —.
Ol <, < L
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Satz 3.26 (|23], Theorem 2). Sei X eine Zufallsgrofie mit charakteristischer Funktion f

und Varianz o, es gelte |X| < c. Dann gilt
[FOF <1—ho(2et) 0%, Jt] < - (7)

Insbesondere gilt fir jedes A € |0, 27]

A
fOF <1-h(A) 0%, Jt] < o

— 2C7

und ha(A) 202 )
t“o

<1- 2 <=

fls1- "R e 2

Dabei ist hy die Funktion aus Definition 2.12.

Der Autor von [23] bemerkt, dass die Abschétzung (7) scharf ist; die obere Schranke

wird angenommen, wenn X zweipunktverteilt ist mit P[X = ¢] = pund P[X = —¢] = 1 —p.

Satz 3.27 ([11], Theorem 7). Es gelte |X| < ¢ f.s. fiir eine Konstante ¢ > 0. Dann ezistiert

eine Konstante 0 > 0 so, dass
[ 4
Re f(t) >1— 504225 + auT(ct)t

COSt—1+%t2

fitr [t] < 8¢, wobei 7(t) = S5 > 0 fiir £ 40, und 7(0) = 3.

Definition 3.28. Wir definieren die gerade Funktion 7, mit dem Parameter v > 0 durch

(1ocost  figp ¢ £ ()

[¢[

fiir t = 0, =2

N

777(75) =

00 fiirt=0,v>2
0 fir t =0,v € (0,2).

Fiir v = 2 ist 7y gleich der Funktion hs aus Definition 2.12.

Eine Verallgemeinerung der dritten Ungleichung von Satz 3.26 fiir den Realteil der

charakteristischen Funktion finden wir im nachsten Satz.
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Satz 3.29 ([11], Theorem 8). Sei X eine Zufallsvariable, fir die |X| < ¢ f.s. fir eine
Konstante ¢ > 0 gelte, 1, sei die Funktion aus Definition 5.28.

(a) Fiirv>2 und A € (0,27] gilt
Re f(t) < 1— [¢["E([X[")n,(A)
fir |t] < Afe.
(b) Fir~ € (0,2) und A € (0,b,] gilt
Re f(t) = 1 — [t|"E(IX[")n,(A)
fir [t| < A/c, wobei b, € (0,7) die eindeutige Losung der Gleichung % = tan(%b) fiir

be (0,m) ist.

Definition 3.30. Fiir v € (0,1] und n € N definieren wir die Funktion 7, , durch

(_‘1]5# <Cost — > %) fir t #0
0 fiir t = 0.

Tiny (t) =

Satz 3.31 ([11], Theorem 9). Sei X eine Zufallsvariable, fir die gelte |X| < ¢ f.s. fiir eine
Konstante ¢ > 0. Seien v € (0,1],A >0, n € N und n,, die Funktion aus Definition 3.30.

(a) Ist n gerade, dann gilt

n

(—1>k,u2kt2k

Re f(t) > 2]

k=0

= [t 705 (A) E(IX]7)

fir |t] < Afe.
(b) Ist n ungerade, dann gilt

(_1>ku2kt2k

ey~ (A E(XT)

fir |t] < Afe.
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3.2.3 Absolutstetige Verteilungen

Wir beginnen diesen Unterabschnitt mit dem eindimensionalen Spezialfall von Satz 2.15.

Satz 3.32 (|26], Theorem 2.5.1). Sei X eine Zufallsvariable mit Dichte p und charakteris-
tischer Funktion f, 6 sei eine beliebige relle Zahl mit 0 < § < 1. Gilt

supp(z) < a < 0o

xz

und
Eg(|X]) < oc

fiir eine nichtnegative wachsende Funktion g, so dass g(x) — oo fir x — oo, dann gilt

1—90)3
o<1 G0
fir |t| < m/2¢, und
(1 -0y
<1_
o <1- 00

fir |t| > m/2¢c, wobei
c=g! <E9((|5X|)> .

Setzt man g(z) = z® (o > 0), so erhdlt man den folgenden Spezialfall von Korollar
2.16.

Satz 3.33 (|26], Corollary 2.5.1). Sei X eine Zufallsvariable mit Dichte p und charakteris-
tischer Funktion f, 0 sei eine beliebige relle Zahl mit 0 < 6 < 1. Gilt sup, p(z) < a < oo
und ist B, = E|X|* < 0o (o > 0), dann gilt

(1— 5)3 2 .. m
< —
3m2a? t fir [t] < 2

@) <1-

und

1-6)? 5\ 5\
rosi-S2 (5 mas3(5)

25



Satz 3.34 (|26], Theorem 2.5.2). Seien ¢ > 0 beliebig und Aq, Ao, ..

so dass jedes von der Ldnge 2c ist und

i=1

. disjunkte Intervalle,

gilt. Sei X eine Zufallsvariable mit Dichte p und charakteristischer Funktion f, setze p, =

P(X € Ap),k=1,2,... Gilt
supp(z) < a,

dann gilt
> e Pi
7)) < 1 - s e
fir |t] < m/2¢, und
_ > i1 P
12a2¢?

IOl <1
fir |t| > 7/2c.

Korollar 3.35 ([26|, Corollary 2.5.4). Seien die Voraussetzungen von Satz 5.3/ erfillt.

Dann gelten fiir beliebiges | > 0 die Ungleichungen

l 3
f)]<1- [632;‘2(22] 2
fir |t] < w/l, und
l 3
o) <1 - B

fir |t] > 7/l.

Beim néchsten Satz handelt es sich um eine Verbesserung der Abschitzung aus Satz

3.19 unter zusitzlichen Voraussetzungen.

Satz 3.36 (|26], Theorem 2.5.3). Sei p eine Dichte mit beschrinkter Variation mit cha-

rakteristischer Funktion f. Dann gilt

fir [t| < 7V(p)/2, und

fO] < —

V(p)
t]

fur alle t € R.

(8)



Der Autor von [26] weist darauf hin, dass die Abschitzungen (8) und (9) in dem fol-
genden Sinne scharf sind: Fiir beliebiges v > 0 und festes ¢y mit |ty| < 7v/2 existiert eine
Dichtefunktion p, so dass V(p) = v und

v t()

£ (t0)] = 1 sin =,

0 v

wobei f die zur Dichte p zugehorige charakteristische Funktion ist; eine entsprechende
Aussage gilt fiir die Ungleichung (9).

Korollar 3.37 (|26|, Corollary 2.5.5). Seien die Voraussetzungen von Satz 3.36 erfillt.
Dann gilt fir beliebiges 0 < ¢ < /2

01 <1 = bz

fir |t| < cV(p), wobei hy die Funktion aus Definition 2.12 ist.
Fiir den Spezialfall ¢ = 7/2 erhalten wir die folgende Aussage:

Korollar 3.38 (|26], Corollary 2.5.6). Seien die Voraussetzungen von Satz 3.36 erfillt.

Dann gilt
4¢*

01 <1~ 3

fiir [t] < 7V (p)/2.

3.2.4 Gitterférmige Verteilungen
Satz 3.39 (|26], Theorem 2.6.1). Sei X eine Zufallsvariable, die nur ganzzahlige Werte
annimmt, [ die zugehirige charakteristische Funktion. Gilt |X| < m und
max P(X=k) <p,
dann gilt

sin(t/2p)

01 <p

fir |t < w/(2m +1).
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Definition 3.40. Sei X eine Zufallsvariable, die nur ganzzahlige Werte annimmt, F' die

zugehorige Verteilungsfunktion. Wir schreiben
e = P(X = k), k=0,+1,+2, ...

Dann ist

Va(F) = Z |Prt1 — D]

k=—00

das diskrete Analogon der totalen Variation.

Satz 3.41 (|26], Theorem 2.6.4). Sei X eine Zufallsvariable, die nur ganzzahlige Werte
annimmt, f die zugehorige charakteristische Funktion, F die Verteilungsfunktion. Dann
gilt
Va(F)sin(t/Va(F))

2sin(t/2)

f(t)] <
Jiir [t] < wVq(F)/2.

Satz 3.42 (|27], Theorem 1). Seip = {py : k € Z} eine Gitterverteilung, wobei der Trager
aus ganz 7. besteht (das heifit, es gilt p, > 0 Yk € Z und Y, ., pr = 1) mit zugehdriger
charakteristischer Funktion f(t) =, ., €™ py. Dann gilt

I(p)
I(p) + 4sin2(%)

f(t)]? < Vt € R,

wobei

I(p) = Z (pr — pk—1)2

keZ Pr
eine diskrete Version der Fisher-Information ist.

3.2.5 Unimodale Verteilungen

Definition 3.43. Eine Zufallsvariable X und ihre Verteilungsfunktion F' heilen unimodal

(eingipflig) mit Modalwert a, wenn F' auf (—oo, a) konvex und auf (a, co) konkav ist.

Unter Voraussetzung der Unimodalitdt konnen schéarfere Ungleichungen fiir die charak-
teristische Funktion aufgestellt werden als im allgemeinen Fall [26]. 3

3Beispiele fiir unimodale Verteilungen sind etwa die Normalverteilung, die Exponentialverteilung, die
x?%- Verteilung und die t-Verteilung [13].
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Wir zitieren nun einige majorisierende Abschitzungen. Dabei erinnern wir daran, dass
Qx (1) bzw. Q(F;1) die in Definition 3.17 eingefiihrte Konzentrationsfunktion bezeichnen.

Satz 3.44 (|26], Theorem 2.4.1). Sei X eine unimodale Zufallsvariable mit Verteilungs-
funktion F' und charakteristischer Funktion f. Dann gilt

()] < Qx (1)

g

fir alle t € (—o00, 00).

Korollar 3.45 ([26], Corollary 2.4.1). Sei X eine Zufallsvariable mit symmetrischer uni-

modaler Verteilung und charakteristischer Funktion f. Dann gilt

P(X|2a) <1~ |7 (5)

fir alle a > 0.

Satz 3.46 (|26], Theorem 2.4.2). Seien X und Y Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen
F und G und charakteristischen Funktionen f und g. Angenommen, es gelten die folgenden

Bedingungen:

(a) Die Verteilung von X ist unimodal

(b) P(IY| <¢)=1 firemnc>0

(c) Qx(1) < P(|Y| < 1/2) fir beliebiges | > 0.

Dann gilt
()] < Reg(t)
fir |t] < m/(2c).

Korollar 3.47 (|26|, Corollary 2.4.2). Sei F' eine unimodale Verteilungsfunktion mit cha-
rakteristischer Funktion f. Dann gilt fiir beliebiges b > 0

1 —Q(F;m/b)

b2 o

)] <1-

fir |t] <b.
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Das folgende Ergebnis ist ein Spezialfall von Satz 3.36 (man beachte, dass die totale

Variation einer unimodalen beschrinkten Dichtefunktion p gleich 2sup, p(x) ist):

Satz 3.48 ([26], Theorem 2.4.3). Sei I eine absolutstetige unimodale Verteilungsfunktion
mit Dichte p und charakteristischer Funktion f. Gilt

supp(x) < a < oo,

xT

dann gilt
2a t
t)| < —sin —
[f(B)] < = sin o
fir |t| < wa, und
2a
fOI < o
I

fur alle t.

Korollar 3.49 (|26], Corollary 2.4.3). Seien die Voraussetzungen von Satz 3.48 erfillt.
Dann gilt fir beliebiges 0 < ¢ < w/2
2
24a?
fir [t| < 2ac, wobei die Funktion hy in Definition 2.12 gegeben ist.

[F(B)] <1 = ha(c)

Setzen wir speziell ¢ = 7/2, erhalten wir das folgende Ergebnis:

Korollar 3.50 (|26|, Corollary 2.4.4). Seien die Voraussetzungen von Satz 3.48 erfiillt.
Dann gilt

t2
3m2a?

f)] <1—

fir [t| < ma.

3.2.6 Diskrete unimodale Verteilungen

Definition 3.51. Eine Zufallsvariable X, die die Werte a + nh, n = 0,£1,£2, ..., mit
zugehorigen Wahrscheinlichkeiten p,, annimmt, heift diskret unimodal mit dem Modalwert
ay = a + noh, falls p, > p,_1 fir n < ng und p,, < p,_1 fiir n > ng + 1. In diesem Fall

heifen auch die zugehorige Verteilung und Verteilungsfunktion diskret unimodal.
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Satz 3.52 (|26], Theorem 2.6.2). Sei X eine Zufallsvariable, die nur ganzzahlige Werte

annimmt, f die zugehorige charakteristische Funktion. Ist die Verteilung von X diskret

fB)] < QSm(t/2)QX (Iﬂ)

unimodal, dann gilt

fir |t] < .

Korollar 3.53 (|26], Corollary 2.6.1). Seien die Voraussetzungen von Satz 3.52 erfillt.

Dann gilt
™ T
ol < 50 ()

Ersetzt man in Satz 3.39 die Voraussetzung der Beschranktheit durch die Unimodalitét,

fir |t| < .

so erhdlt man das folgende Ergebnis.

Satz 3.54 (|26], Theorem 2.6.3). Sei X eine Zufallsvariable, die nur ganzzahlige Werte
annimmt, [ die zugehorige charakteristische Funktion. Ist die Verteilung von X diskret

unimodal mit

max P(X=k)<p,

dann gilt (t/2p)
sin(t/2p

|f(O)] < PW

fir |t| < 7p.

3.2.7 Symmetrische Verteilungen

Es ist bekannt, dass eine charakteristische Funktion genau dann reell (und damit gerade)
ist, wenn die zugehorige Verteilung symmetrisch beziiglich 0 ist. |26] In diesem Fall gilt die
folgende Abschétzung:

Satz 3.55 ([18], Lemma 2.2). Sei f eine relle charakteristische Funktion, sein € IN beliebig.

Dann gilt

1 T T
< —sin — R
f(t) < f(nt)n sin o + cos o
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fiir beliebiges t € R. Dabei gilt Gleichheit bei t = %, wenn f(t) = cos 5% fir ein T > 0,

also die charakteristische Funktion der Zweipunktverteilung mit Trager {—7%} U {5} ist.

3.3 Verteilungen mit Momenten
3.3.1 Verteilungen mit Erwartungswert
Wir geben hier die eindimensionale Formulierung von Satz 2.20 an.

Satz 3.56 (|26], Theorem 2.3.5). Sei X eine Zufallsgrifie mit charakteristischer Funktion
f. Gilt
51 = E|X| < 00,

dann gilt
Re f(t) > 1 — Bilt] (10)

fiir alle t. Dariber hinaus ist die Differenz zwischen linker und rechter Seite von (10) eine
nichtfallende Funktion von |t|.

3.3.2 Verteilungen mit zweitem Moment

Die folgende Aussage, in der die Existenz eines Momentes der Ordnung kleiner oder gleich 2
gefordert wird, steht in engem Zusammenhang mit Unschérferelationen und Anwendungen

in der Quantenphysik. Fiir Details verweisen wir auf [17].

Satz 3.57 (|17, Theorem 1 (i)). Sei f die charakteristische Funktion einer beliebigen
Verteilung, fir ein beliebiges 0 < a < 2 existiere das absolute Moment ., der Ordnung o.
Dann gilt

fO] =1 = Aapalt]®  VEER.
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Dabei ist N\, definiert durch

1—cosz
Ao =SUp ———,
x>0 X

es gilt \o = 2, g = 1/2 und
1—cosl <)\, <2t7@ Va € 0,2].

Im eindimensionalen Fall ldsst sich die Aussage von Satz 2.21 wie folgt ergénzen:

Satz 3.58 ([26], Theorem 2.3.2). Sei F' eine Verteilungsfunktion mit charakteristischer

Funktion f und endlicher Varianz 0. Dann gilt

ot?
OESeas
fur alle t € R. Falls der Erwartungswert von F gleich Null ist, dann gilt weiterhin
2t2
Re f(t) > 1 -~

fir alle t.

Satz 3.59 (|26], Theorem 2.3.3). Sei F' eine Verteilungsfunktion mit Erwartungswert 0,

charakteristischer Funktion f und endlicher Varianz o®. Dann gilt

o?t?
11— f(t)] < N

fur alle t € R.

Wir geben nun die eindimensionale Variante von Satz 2.22 an.

Satz 3.60 (|26, Theorem 2.3.4). Sei f die charakteristische Funktion einer Verteilung mit

endlicher Varianz 0. Dann gilt fiir beliebiges a € (0,/2)
o’t?
o1z exp { = (@) 5~}

fir |t| < a/o, wobei hier und im folgenden o := v o? sei, hy wie in Definition 2.12.

Satz 3.61 (|26], Theorem 2.3.8). Sei F' eine Verteilungsfunktion mit Erwartungswert 0,
charakteristischer Funktion f, endlicher Varianz o* und dem ersten absoluten Moment 3;.

Dann gilt

() < cos (w = /7 = 2mBi[f] + 20722
fiir |t] < /0.
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Satz 3.62 (Pfannschmidt, nach [5], Satz 1.1.4). Sei f die charakteristische Funktion ei-

ner symmetrischen Verteilung F' mit endlicher Varianz 0. Dann gestattet f die folgende

Darstellung:
f(t) = cos(at) + w(t), teR,
wobes
w(t) =275y 1+ 1 iélkj(i) ﬁcos("—t) LeR
T2 24 k7L L2l ’

und J hat dieselbe Gestalt wie in Satz 3.67.

Satz 3.63 (Pfannschmidt, [5], Satz 1.3.2). Sei f die charakteristische Funktion einer sym-

metrischen, unimodalen Verteilung mit endlicher Varianz 0. Dann gilt

sinv3ox | ‘< T
_— | < —.
\/501: \/ga

Satz 3.26 ldsst sich wie folgt auf den unbeschrankten Fall verallgemeinern:

f(x) >

Satz 3.64 (|23], Theorem 3). Sei X eine Zufallsvariable mit charakteristischer Funktion f

2

und Varianz o°, set ¢ > 0. Dann gilt

™
|F(O)]? < 1= ha(2et)t?(0” — 2EX?L{x|5e}), It] < -

Insbesondere gilt fir jedes A € |0, 27]
ha(A A
FOF <1- 220 0B ), IS 5

Korollar 3.65 (|26], Corollary 2.5.2). Sei X eine Zufallsvariable mit Dichte p, charakte-

ristischer Funktion f und Varianz o®. Gilt

supp(x) < a < oo,

dann gilt
9¢?
<l———
Ol <1- 2
fir |t| < w/4o, und
9
<l——
FOl < 10240202

fir |t| > n/40.
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Korollar 3.66 (|26], Corollary 2.5.3). Seien die Voraussetzungen von Korollar 3.65 erfiillt.

Dann gilt
9¢2

1)) < —
[ (B)] < exp{ 64a? (1602t + %)

}

fir alle t.

Die folgende bekannte Ungleichung wurde unabhéngig voneinander von H.-J. Rofberg

und den Physikern L. Mandelstam und I. Tamm bewiesen.

Satz 3.67 ([19] sowie [21]|, Abschnitt A.2, Satz 3). Sei f die charakteristische Funktion
einer symmetrischen Verteilung mit der Varianz 0. Wenn fiir das vierte Moment py die
Bedingung 0% < py < oo erfillt ist* , so gilt
t

f(t) > cosat +2J (2

), 0< |ot] <7/2.
Dabesi ist -
J(t) = / (costx — cosat)?dF(z), teR,

—00

und F die zu f gehorige Verteilungsfunktion.

3.3.3 Verteilungen mit Momenten héherer Ordnung

Die erste Aussage dieses Unterabschnitts ist die eindimensionale Formulierung von Satz
2.26.

Korollar 3.68 (|26], Corollary 2.3.1). Sei F' die Verteilungsfunktion einer symmetrischen

Verteilung mit charakteristischer Funktion f, Varianz o* und viertem Moment py. Dann
qgilt

a’t? o

1-Zh<prml<1- T+ A

fur alle t € R.

“Nach [21], Abschnitt A.2, Satz 1 schlieft die Bedingung o? < p4 lediglich die Zweipunktverteilung
aus. Diese besitzt unter den genannten Voraussetzungen die charakteristische Funktion f(¢) = cosot.
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Satz 3.69 (|26], Theorem 2.3.6). Sei F' eine Verteilungsfunktion mit Erwartungswert 0,
charakteristischer Funktion f und Varianz o?. Bezeichne (3, das absolute Moment der
Ordnung o > 0. Gilt

Bats < 00

fir ein 0 <0 <1, dann gilt
[F(OF <1 =0 +2¢(0)(Bess + o”Bs) [t (11)
fiir alle t € R, wobei ¢(§) die (nur von § abhdngige) Konstante aus Definition 2.27 ist.

Das folgende Korollar zu Satz 3.69 ist identisch mit Satz 2.28 fiir m = 1.

Korollar 3.70 ([26], Corollary 2.3.2). Seien die Voraussetungen von Satz 3.69 erfiillt.

Dann gilt

ot?

FO1 < 1= T 4 e(0) (Bass + 20t (12)
fiir alle t € R.

Die Ungleichungen (11) und (12) sind scharf (in dem Sinne, dass die Konstante vor |¢|**°
nicht verkleinert werden kann), wenn wir das Verhalten einer charakteristischen Funkti-
on auf ganz R betrachten. Fiir eine Umgebung des Ursprungs kénnen jedoch genauere
Abschétzungen gewonnen werden [26]. Tatséchlich impliziert Korollar 3.70 die folgende

Aussage:

Satz 3.71 ([26], Theorem 2.3.7). Sei F' eine Verteilungsfunktion mit charakteristischer
Funktion f, Varianz o und endlichem absoluten Moment 35.5,,0 < 8o < 1. Dann exzistiert
fiir beliebiges 0 < 0 < dg und € > 0 ein A > 0, so dass

2t2
FOI < 1= T el

fir |t] < A gilt.

Satz 3.72 (|26], Theorem 2.3.9). Sei F' eine Verteilungsfunktion mit Erwartungswert 0,
Varianz o und charakteristischer Funktion f. Das absolute Moment (2.5 sei endlich fiir

ein 0 > 0. Dann gilt
|F(8)] < {2¢(8)(Bays + o™ B5) } 2 [t] 02
fir alle t € R, wobei ¢(§) die Konstante aus Definition 2.27 ist.
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Satz 3.73 ([5|, Satz 2.1.7). Sei f die charakteristische Funktion einer symmetrischen
Verteilung mit Streuung o und viertem Moment py. Wir nehmen an, dass keine reellen
Zahlen a und b existieren, so dass f(x) = bcos(ax) — b+ 1,z € R. Dann gilt

4
f(x)<1+a—(cos(~/ﬂ—;lx)—1), 0< ,/M—;‘xlgw.
22! o o

Die néichste Aussage ist eine Folgerung aus der soeben formulierten Ungleichung.

Satz 3.74 (|5], Satz 2.2.1). Sei f eine nichtnegative charakteristische Funktion mit zuge-

2

hériger Streuung o~ und viertem Moment py. Dann gilt

g > 204,
Gleichheit gilt genau dann, wenn f(x) = cos?(ax), x € R fiir ein reelles a.
Satz 3.75 ([17], Theorem 1 (ii)). Sei ® die charakteristische Funktion einer nichtdegene-

rierten Verteilung F', fir die das absolute Moment p,, der Ordnung « fiir ein o > 2 endlich

sei. Dann gibt es keine Konstante C > 0, die nur von o und F abhdngt, so dass
|D(t)| > 1 —Ct|* vt € R.
Satz 3.76 (|23], Theorem 1). Sei X eine Zufallsvariable mit charakteristischer Funktion
f. Ist py = E[X¥] < oo fiir ein | € Ny, dann gilt
Sa+1(t) < Re f(t) < Su(?),
wobei Sy (t) = S p_o t2F(—1)* g/ (2K)!.
In Vorbereitung der beiden nachfolgenden Sitze zitieren wir an dieser Stelle zwei Existenz-

und Eindeutigkeitsaussagen:

Proposition 3.77 ([12]). Sei X eine Zufallsvariable mit piyy,—o < oo und |supp(X)| >
2m fir ein m € IN. Dann exzistiert genau eine Menge reller Zahlen pi,ps,...,pm und

Y1,Y2, - - -, Ym, die die folgenden Bedingungen erfillen:

Pitpet.. =1, (13)
Py poy 4 o = ok, k=1,2,...,2m — 1, (14)
p; >0, 1=1,2,...,m, 0<y1 <yo<...<UYm- (15)
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Proposition 3.78 ([12]). Sei X eine Zufallsvariable mit 14, < oo und |supp(X)| > 2m +
1 fir esin m € IN. Dann existiert genau eine Menge reller Zahlen py,pa, ..., Dms1 und

Y1, Y2, - - -, Ym, die die folgenden Bedingungen erfiillen:

PL+pet ..t P =1, (16)
plyf’“+p2y§k+...+pmygff = o, k=1,2,...,2m, (17)
pi>0> i:1727"'7m+17 O<y1<y2<'--<ym' (18)

Wir kommen nun zum eigentlichen Anliegen der Autoren von [12|, den beiden nachfolgen-

den Sitzen.

Satz 3.79 ([12], Theorem 3). Sei X eine Zufallsvariable mit By,1 < 0o und |supp(X)| >
2m fiir esn m € N, sei f die zugehdrige charakteristische Funktion. Seien pi,pa, ..., Pm

und y1,Ys, - . ., Ym reelle Zahlen, die die Bedingungen (13)-(15) erfilllen. Dann gilt
Re f(t) > ) picos(yit)
i=1

fir [t| < min{ ™, do}, wobei

ﬁ4m - Slﬁ4m72 +...+ (_1)msm62m

do=(2m+1 ,
’ ( )ﬁ4m+1 - Slﬁ4mfl + ...+ (_1)msmﬁ2m+1
und S1,S9,...,Snm sind positive reelle Zahlen, die durch die Koeffizienten der Funktion
H,(x) = H(:B — ) =" — s " 5™ — L+ (=15, T €R, (19)
i=1

gegeben sind.

Satz 3.80 ([12]|, Theorem 4). Sei X eine Zufallsvariable mit Bypm+3 < 0o und |supp(X)| >
2m~+1 fiir einm € N, sei f die zugehorige charakteristische Funktion. Seien pi,pa, . . ., Pmi1

und y1,Ys, - . ., Ym reelle Zahlen, die die Bedingungen (16)-(18) erfilllen. Dann gilt

Re f(t) < pmsr + Y picos(yit)

i=1
fir [t] < min{ ™, &}, wobei

ﬁ4m+2 - Slﬂ4m +...+ (_]—)msmﬁQm—i—Q
Bam+s — $18amt1 + -« + (=1)"SmBomis’

und $1,89,...,Sy sind wie in Satz 3.79.
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Das folgende Korollar gibt Bedingungen an, unter denen die in den Sitzen 3.67 und

3.73 gegebenen Schranken préazisiert werden konnen.

Korollar 3.81 ([12], Corollary 1). Sei X eine Zufallsvariable mit charakteristischer Funk-
tion f.
(a) Gilt Bs < co und |supp(X)| > 2, dann gilt
Re f(t) > cos(y/fat)
. o — 32
fir |t < mm{ﬁ’?’ﬁfiT%a}'

(b) Gilt 7 < oo und |supp(X)| > 3, dann gilt

Re f(t) <1-— %j —I—g—icos <\/%t>

- : B2B6—03
fir |t] < min{ \/57;/52’4ﬂ2ﬂ7—,84%5}'

Korollar 3.82 (|12], Corollary 2). Sei X eine Zufallsvariable mit By < oo und |supp(X)| >

4, ser f die zugehdrige charakteristische Funktion, so gilt

Re f(t) > p — 1 cos(y1t) + pa cos(yat)

: : Ba—rBotss :
fir [t] < min{ > 532=12222t }, wobei

_\/r2—4s—|—(r—2,u2) =1 _r—=r?—4s
p1 = 2m ) D1 b2 = 1, Y1 = 2 )

. r4+Vr? —4ds L He = ph o Hotto — i1t
2 — - 5 - T 9 - - 9 -
fla — 15 fa — 113

2

Mit dem nun folgenden Satz zitieren wir eine Verallgemeinerung der zweiten Aussage von
Satz 3.58.

Satz 3.83 ([L1], Theorem 5). Sei X eine Zufallsvariable mit pia, < 0o fir ein n € IN.

(a) Ist n ungerade, dann gilt

Re f(t) > cos(tu1) +



(b) Ist n gerade, so kehrt sich die Ungleichung in (a) um.

Satz 3.84 (|11], Theorem 6). Sei X eine Zufallsvariable mit ps, < oo fir ein n € NN,
weiterhin sei B, = E(|X|™) fir m < 2n.

(a) Ist n ungerade, dann gilt
— (=1
(2k)!

Re f(t) > cos(tf) + t*(Bop — B7%),  teR.

k=1

(b) Ist n gerade, so kehrt sich die Ungleichung in (a) um.

3.4 Verteilungen mit Voraussetzungen an Differenzierbarkeit

Wir beginnen diesen Unterabschnitt, indem wir den Begriff der analytischen charakteris-

tischen Funktion einfithren.

Definition 3.85. Eine charakteristische Funktion f heifst analytische charakteristische
Funktion, wenn eine Funktion A der komplexen Variablen z existiert, die fiir ein p > 0 im
Kreis {z : |z| < p} regulir ist, und eine Konstante A > 0 existiert, so dass A(t) = f(¢) fiir
t] < A.S

Fiir jede analytische charakteristische Funktion f(¢) existiert eine Darstellung als

Maclaurin-Reihe -
fey =3 e
B k!
k=0
fir |z| < p, wobei p den Konvergenzradius der Reihe bezeichnet. Weiterhin ist f(z) we-
nigstens in dem Streifen {z : |[Im z| < p} regulér. ([15], Abschnitt 7.1.)

Wir sind nun vorbereitet fiir den folgenden

5Somit ist eine analytische charakteristische Funktion eine charakteristische Funktion, die in einer Um-
gebung des Ursprungs der komplexen z-Ebene mit einer reguldren analytischen Funktion iibereinstimmt.
Beispiele von Verteilungen mit analytischen charakteristischen Funktionen sind etwa die Normalverteilung,
die Gamma-Verteilung und die Poisson-Verteilung.
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Satz 3.86 ([15], Theorem 7.3.1). Sei f(z) eine analytische charakteristische Funktion, sei
n € N. Dann gilt

Re[f(iy) — f(t +iy)] > 47"Re[f(iy) — f(2"t + iy)],

vorausgesetzt, der Punkt z = iy liegt im Inneren des Regularititsstreifens von f(z).

Satz 3.87 (|15], Theorem 7.3.2). Sei f eine analytische charakteristische Funktion, die
den Streifen —a < Im(2) = y < [ als Regularititsstreifen besitzt, wobei o > 0,3 > 0.
Dann gilt

fliy) = e

fiir —a <y < 3. Dabei ist puy = i1 f'(0) das erste Moment der f zugehérigen Verteilung.

Nach [22], Proposition 4.3.10 bleibt diese Aussage auch dann giiltig, wenn entweder
a =0 oder g = 0 gilt.

Falls der Regularitiitsstreifen einer analytischen charakteristische Funktion f(z) die
ganze z-Ebene ist, ist f(z) eine ganze Funktion. Diesem Fall widmen sich die folgenden

zwei Aussagen, denen wir jedoch zunéchst eine Definition voranstellen.

Definition 3.88. Sei f(z) eine ganze charakteristische Funktion. Mit
M(r; f) = max|f(2)]

bezeichnen wir das Mazimummodul von f(z) im Kreis |z| < 7.

Lemma 3.89 (|15], Lemma 7.1.1). Sei f(z) eine ganze charakteristische Funktion, dann
qgilt

[f(ir) + f(=ir)] = M(r; f) = S[f(ir) 4+ f(—ir)].

1
2
Lemma 3.90 ([15], Lemma 8.1.2). Sei f(z) eine ganze charakteristische Funktion (z =
t+1iy; t,y reell). Dann existiert eine positive Konstante M = My, die von f abhingt, aber

unabhdngig von y ist, so dass
log f(iy) > —M|yl.

Wir beschrianken uns im folgenden darauf, relle Differenzierbarkeit vorauszusetzen und
geben zunidchst das Ergebnis an, dass eine relle charakteristische Funktion von ihrer Tay-

lorentwicklung eingehiillt wird. Wir erinnern daran, dass eine charakteristische Funktion
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genau dann n-mal in Null differenzierbar ist, wenn alle Momente p; der Ordnung k < n

(n gerade) bzw. der Ordnung k¥ < n — 1 (n ungerade) existieren. In diesem Fall gilt
= (=) F(0)

(|26], Theorem 1.5.1. und 1.5.2).

Satz 3.91 ([5], Satz 2.1.1). Sein € N und f eine reelle charakteristische Funktion, deren
(2n)-te Ableitung existiert. Bezeichne psy, das (2k)-te Moment, k = 0,1,...,n, der zu f
gehorigen Verteilung. Fs qilt

21251 41 " 2|2 y
(P2 < fa) < Y (DR zeR
> 0 >

Der néchste Satz vergleicht zwei charakteristische Funktionen in einer Nullumgebung,

wenn bekannt ist, dass ihre Streuungen nicht gleich sind.

Satz 3.92 ([5], Satz 2.1.3). Seien f und h reelle charakteristische Funktionen, deren zweite
Ablettungen existieren. Die zugehdrigen Varianzen seien durch aj% bzw. oi bezeichnet.
Falls 0% < o, gilt, dann existiert ein ¢ > 0, so dass f(x) > h(z) fir x € (0,¢).

Der nun folgende Satz ist eine Verbesserung der Ungleichung (8) in Satz 3.36 unter

zusatzlichen Voraussetzungen.

Satz 3.93 ([26], Theorem 2.5.4). Sei p eine Dichte mit zugehdriger charakteristischer
Funktion f. Ist p (n — 1)-mal differenzierbar und p"=Y eine Funktion von beschrinkter

Variation, dann gilt
V(p")
[f()] < n

fuir alle t € R.

Satz 3.94 (|28], Theorem 1). Sei p eine stetig differenzierbare Dichtefunktion auf R mit
charakteristischer Funktion f. Dann gilt

2 i m 2 L+ Ref(2t)
Re F(1)* + 7 lim f (1) <

: (20)
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und
1 — Re f(2t)

[Im f(O)]" + ——[Re f()]* < 5 : (21)

wobei

- [ (%lnp<x>)2p<x>dx

die Fisher-Information von p bezeichnet und als endlich angenommen wird.

Bemerkung 3.95 ([28]). Addiert man die Ungleichungen (20) und (21), so erhélt man

die Aussage

VWPSR%%? Ve R,

Multipliziert man dieselben Ungleichungen, so folgt

i (1= Y i o2 < L= [Re SO
o+ (1= 705 ) Restotm s < ==L
Falls f reellwertig ist, so gilt insbesondere

V@ngl%glum Vt e R

3.5 Sonstige Verteilungen
3.5.1 Approximation der Normalverteilung durch zwei Summanden

Wir zitieren eine Ungleichung, die fiir den Beweis einer Stabilitdtsaussage fiir die Nor-
malverteilung niitzlich ist. Dazu zunéchst einige Vorbetrachtungen. Sei X = X; + X, die
Summe zweier unabhingiger, nichtdegenerierter Zufallsvariablen, und die Verteilungsfunk-

tion F' von X erfiille die Bedingung

d(F,®) = sup |F(z) — ®(z)] <,
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wobei € eine hinreichend kleine positive Zahl sei, ® die Verteilungsfunktion der Standard-

normalverteilung.®
Wir “schneiden” nun die Zufallsvariablen X; und Xy am Punkt N = /In(1/¢) ab, indem

wir definieren:

X: = (j=1,2).
0 fiir |[X;|>N

Es bezeichne f* die charakteristische Funktion der Summe X* = X7+ X3. Da diese Zufalls-
variablen beschrankt sind, sind ihre charakteristischen Funktionen ganze Funktionen und

daher fiir alle Werte der komplexen Variablen z definiert.

Lemma 3.96 ([14], Lemma 10.1.4). Fir [z| < T = & = $\/In(1/e) und hinreichend
kleines € > 0 gilt die Ungleichung

3.5.2 Charakteristische Funktionen mit positiv definiten Dichten

Um den Begriff der selbstadjungierten Dichte einzufiihren, verzichten wir an dieser Stelle
auf deren urspriingliche Definition und geben stattdessen ein Resultat zu ihrer Charakte-

risierung an.

Satz 3.97 (|5], Satz 1.5.5). Fine stetige, positiv definite Dichte ist genau dann selbstad-

Jungiert, wenn sie mit der zugehdrigen charakteristischen Funktion f die Gleichung

erfillt.

Wir nennen auch die einer selbstadjungierten Dichte zugehorige charakteristische Funk-

tion selbstadjungiert.

SWir betrachten also zwei unabhingige Zufallsgrofien, deren Summe in einem gewissen Sinne die Nor-

malverteilung approximiert.
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Satz 3.98 (|5], Satz 5.3.1). Sei f eine selbstadjungierte charakteristische Funktion, deren

2

Varianz o° existiert. Dann gilt

sy°0° —a*f(y)
%yQ + 0—2

() < . yER.

Es zeigt sich, dass fiir ein Paar (p,p) positiv definiter Dichten mit zugehdrigen Streu-
ungen das Produkt dieser Streuungen nicht beliebig klein werden kann [5]. Dieses Phé-
nomen ist auch als Unschérferelation positiv definiter Dichten bekannt. Der genaue Wert
der grofsten unteren Schranke A aller Streuungsprodukte positiv definiter Dichtepaare ist

bisher unbekannt, wir zitieren jedoch die folgende Abschétzung:

Satz 3.99 ([5], Satz 5.2.2; [1]). Fir das minimale Streuungsprodukt A gilt

0.543 < A < 0.8502370053.

Satz 3.100 ([5], Satz 5.3.2). Sei f eine selbstadjungierte charakteristische Funktion, deren
Streuungsprodukt A ist. Dann ezistiert f™®, und es gilt

pa = f0) <ot +2,

wobei o die Streuung von f bezeichnet.

3.5.3 Verteilungsfunktionen mit bekannter Majorante

Satz 3.101 (|22, Proposition 4.4.4.). Sei h > 0 eine Funktion auf einem gewissen Inter-
vall [sy,00), die stetig ist und streng monolon gegen oo strebt. Sei h™' die Inverse dieser

Funktion. Erfillt die Verteilungsfunktion ' die Beziehung
F(z) <e™ ' g <,

fur ein gewisses xy < 0, dann ist die zugehorige charakteristische Funktion f analytisch,

wobei ihr Regularititsgebiet die Halbebene {z : Imz > 0} ist, und fir jedes y > 0 gilt

Flis) < e+ o5 0.
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3.5.4 Nach links beschrinkte Verteilungsfunktionen

Definition 3.102. Eine Verteilungsfunktion F, die F(z) = 0 fiir ein z € R erfiillt, heifit

nach links beschrdankt, und ihre linke FExtremitdt ist definiert durch
lext(F') = sup{x : F(z) =0};
im Fall F' > 0 schreiben wir lext(F) = —oo.
Satz 3.103 ([22|, Proposition 4.9.4.). Sei F' Verteilungsfunktion, lext(F') = 0. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:
(i) Das erste Moment uy ezistiert;
(ii) [Im f(t)/t| < C fiir alle t # 0 und ein C' > 0;

(iti) [5(1 — Re f(u))/u*du konvergiert fiir beliebiges € > 0.

46



Literatur

[1] Androshchuk, M. O.: Improvement of Laue’s constant estimation for positive-definite
densities. Visn., Ser. Fiz.-Mat. Nauky, Kyiv. Univ. Im. Tarasa Shevchenka 2004, No.
4, 11-13 (2004).

[2] Bisgaard, T. M., Sasvari, Z.: Characteristic Functions and Moment Sequences. Nova
Science Publishers, Huntington, 2000.

[3] Doob, J. L.: Stochastic Processes, Wiley, New York, 1953.

[4] Dreier, I.: Inequalities between the second and fourth moments. Statistics 32, 189-198
(1998).

[5] Dreier, 1.: Ungleichungen fir reelle charakteristische Funktionen und zugehiorige Mo-

mente. Dissertation, Technische Universitdt Dresden, 1999.

[6] Gamkrelidze, N. G.: An inequality for multidimensional characteristic function. Theory
Probab. Appl. 36 (1991), 594-596.

[7] Gamkrelidze, N. G.: An inequality for a multidimensional characteristic function.
Theory Probab. Appl. 45, No.1, 133-135 (2000); translation from Teor. Veroyatn. Pri-
men. 45, No.1, 175-177 (2000).

[8] Gnedenko, B. W.: Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie. Akademie-Verlag,
Berlin, 1991.

[9] Goenner, L.: Ungleichungen fiir charakteristische Funktionen. Diplomarbeit, Techni-
sche Universitat Dresden, 2007.

[10] Hewitt, E., Ross, K. A. : Abstract Harmonic Analysis I. Springer, New York/Berlin
u.a. 1979.

[11] Hu, C.-Y., Lin, G. D.: Some inequalities for characteristic functions. Math. Anal. Appl.
309, No. 1, 336-352 (2005).

[12] Hu, C.-Y., Lin, G. D.: Some inequalities for characteristic functions. II. Math. Anal.
Appl. 328, No. 1. 201-219 (2007).

[13] Laue, G., Riedel, M., Rokberg, H.-J.: Unimodale und positiv definite Dichten. Teubner,
Stuttgart/Leipzig, 1999.

47



[14] Lukacs, E., Laha, R.G.: Applications of Characteristic Functions. Griffin, London,
1964.

[15] Lukacs, E.: Characteristic Functions. Griffin, London, 1970.
[16] Lukacs, E.: Developments in Characteristic Function Theory. Griffin, London, 1983.

[17] Luo, S., Wang, Z., Zhang, Q.: An inequality for characteristic functions and its appli-
cations to uncertainty relations and the quantum Zeno effect. J. Phys. A, Math. Gen.
35, No. 28, 5935-5941 (2002).

[18] Luo, S., Zhang, Z.: An extremal problem for Fourier transforms of probabilities. C.
R. Acad. Sci. Paris, Ser. 1 341, 293-296 (2005).

[19] Mandelstam, L., Tamm, I.: The uncertainty relation between energy and time in non-
relativistic quantum mechanics. J. Phys. USSR 9, 249-254 (1945).

[20] Matysiak, W., Szablowski, P.J.: Some inequalities for characteristic functions. J. Math.
Sei., New York 105, No.6, 2594-2598 (2001)

[21] Rofberg, H.-J.: Positiv definite Verteilungsdichten. Anhang zu [8].

[22] Rokberg, H.-J., Jesiak, B., Siegel, G.: Analytic Methods of Probability Theory.
Akademie-Verlag, Berlin, 1985.

[23] Rozovskij, L. V.: On the J. Doob inequality for characteristic functions. Theory Probab.
Appl. 44, No.3, 588-590 (1999); translation from Teor. Veroyatn. Primen. 44, No.3,
650-652 (1999).

[24] Sasvéri, Z.: Positive Definite and Definitizable Functions. Akademie-Verlag, Berlin,
1994.

|25] Shervashidze, T.: On bounds for the characteristic functions of some degenerate mul-
tidimensional distributions. Georgian Math. J. 10, No. 2, 353-362 (2003).

[26] Ushakov, N. G.: Selected Topics in Characteristic Functions. VSP, Zeist, 1999.

|27] Zhang, Z.: An upper bound for characteristic functions of lattice distributions with
applications to survival probabilities of quantum states. .J. Phys. A: Math. Theor. 40
(2007) 131-137.

[28] Zhang, Z.: Inequalities for characteristic functions involving Fisher information. C.R.
Acad. Sci. Paris, Ser. 1 344 (2007) 327-330.

48



DRESDNER SCHRIFTEN ZUR MATHEMATISCHEN STOCHASTIK

1/2008

2/2007

1/2007

1/2006

3,/2005

2,/2005

1/2005

4/2004

3,/2004

2,/2004

1/2004

10/2003

9,/2003

8,/2003

7/2003

6,/2003

5/2003

4/2003

Dietmar Ferger, Michael Scholz
Limit Distributions of V- and U-Statistics in Terms of Multiple Stochastic Wiener—
Type Integrals

Robert Knobloch, Lothar Partzsch
Uniform Conditional Ergodicity and Intrinsic Ultracontractivity

Dietmar Ferger, Daniel Vogel
Weak Convergence of the empirical process and the rescaled empirical distribution
function in the Skorokhod product space

Jens Klotsche, Lars Pieper, Dietmar Ferger
Estimation of an optimal cut—off for a continuous risk factor for estimating clinically

valid thresholds

Mark Freidlin, Matthias Weber
Small Diffusion Asymptotics for Exit Problems on Graphs

Jiirgen Franz
On Posterior Distribution and Loss Functions for Parameter Estimation in Weibull
Processes

Dietmar Hudak, Matthias Weber
Generators of Diffusion Processes on Trees, their Resolvent and their Extension to
Self-Adjoint Operators

Mark Freidlin, Matthias Weber
On stochasticity of solutions of differential equations with a small delay

Dietmar Ferger, Wiltrud Kuhlisch
A test for a jump point in the Weibull distribution with application to a problem in
the materials research

Dietmar Ferger
The Maximum Likelihood method with estimated nuisance parameters in nonparame-
tric hazard rate models with discontinuities

Dietmar Ferger
Weighted least squares estimators for a change—point

Dietmar Ferger
A two—dimensional Cramér—von Mises test for the two—sample problem with dispersion
alternatives

Yahia Abdel-Aty, Jiirgen Franz, M. A. Mahmoud:
Bayesian Prediction intervals for sample functions from a general class of distribution

Yahia Abdel-Aty, Jiirgen Franz, M. A. Mahmoud:
Bayesian Prediction bounds for sample functions in the case of exponential distribu-
tion

Jiirgen Franz, Yahia Abdel-Aty
Bayes Inference Problems in Failure—Repair Processes

Yahia Abdel-Aty, Dietmar Ferger
Estimation of the jump-point in a Hazard function

Matthias Weber
An equilibrium model for optimal forward positions in electricity markets

Yahia Ali
Bayesian prediction bounds for the exponential distribution with one jump



	TIT-DSMS-2008-1
	goenner-ungleichungen
	dsms-letztes-Blatt

