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Bei Fragen zum Ubungsblatt wenden Sie sich bitte an Herrn Nolte (INF 294, Zimmer 226).

Der Klausurtermin ist vorldufig auf den 12. Februar, 10-12 Uhr festgesetzt.

Aufgabe 1 3 Punkte
(a) Fiir u: R? — R integrierbar gilt

0 falls A | 0,
/ u(z) de —
B(0;)) Jgau(z)de  falls A1 oco.

(b) Fiir u € S(RY) gilt

lim u(§) dS(§) — 0.
A=00 JaB(0,))

(c) Fiir u,v € S(R?) und beliebigen Multiindex « sind die Produkte v D% und uD%v integrier-
bar und es gilt

/ u(x)D%(z) dx = (—1)° v(x)D%u(z) dx
Rd Rd

Hinweis: Satz von Gauf$ auf B(0;\) mit A 1 oco.
Aufgabe 2 — Faltung von Schwartz Funktionen 2+1+2+2 Punkte

Wir betrachten fiir u,v € S(RY) die Faltung

(weo)(e) = [ ule—y)otu) dy (1)

Beweisen Sie:

(a) Die Funktion h(z,y) := u(z — y)v(y) ist integrierbar auf R?>¢ und es gilt die Faltungsab-

schitzung
[we@las [ @l [ pw).

Hinweis: Benutzen Sie den Satz von Fubini, siehe Lésung zu Blatt 4.
(b) Es gilt uxv =v *u.

(c) u* v ist beliebig of stetig differenzierbar und fiir jeden Multiindex « gilt

D%uxv) = (D%) xv =wux (D)

(d) uxve S(RY).
Hinweis: Es gilt (1+ |x|?) < 2(1+ |z — y|>)(1 + |y|?) fiir beliebige z,y € R4,



Aufgabe 3 — Faltung integrierbarer Funktionen 2 Punkte
Seien u,v : R* — R integrierbar und (u,) und (v,) Folgen in S(R?) mit

lim |un(z) — u(z)|dz =0 und lim |on(z) — v(x)| dx = 0.
n—oo Rd n—oo R4

Zeigen Sie:

(a) Es existiert eine integrierbare Funktion ¢ : R — R mit

lim |(up * vp)(x) — g(x)| dx = 0.

n—oo Rd

Hinweis: Zeigen Sie, dass gn = Uy, * vy, eine Cauchy-Folge in L*(R?) ist und benutzen Sie,
dass L'(R?) ein wollstindiger normierter Raum ist.

(b) Seien u,v : R — R Borel-messbar und integrierbar. Dann existiert eine (Borel-messbare)
integrierbare Funktion ¢ : R* — R mit

g(z) = / u(z —y)v(y) dy fiir fast alle 2 € R? (2)
Rd

und es gilt

/Rd lg(z)dz < /m Iu(m)ld:c/m v(z)]| da.

Hinweis: Sie dirfen verwenden, dass jede integrierbare Funktion durch eine Folge von
Schwartz Funktionen bzgl. der L'-Norm approzimiert werden kann.

Bemerkung: Fiir u,v € LY(R?) definiert man die Faltung u v als Grenzwert von u, * vy, wobei
Un, vy beliebige Folgen stetiger, integrierbarer Funktionen bezeichnen, welche u,v in L*(R®) ap-
proximieren. Der Grenzwert ist als Element in Ll(IRd) unabhdngig von der Wahl der approz-
imierenden Folge.

Aufgabe 4 2-+2 Punkte

Sei d > 1 und p > 0. Es bezeichne G(t, z) den Warmeleitungskern

Glt,) = {(47#)_5 exp(—‘ﬁ—f) reRY t>0
zeR?, t<O0.
Beweisen Sie:
(a) Durch
Gu(x) = /000 exp(—ut)G(t, x)dt

wird eine nicht-negative, integrierbare Funktion G, : R? — R U {+00} definiert und es gilt

1
de = —.
" G(z)dx .
(b) Sei nun f € L'(R?). Es existiert v € L'(R?) mit
pu — Au = f in D'(RY).

Sie diirfen verwenden, dass G, eine Fundamentallssung von (u — A) in D'(R?) ist, was wir
in der Vorlesung beweisen werden.

Hinweis: Beweisen Sie die Aussage fir f € C§°(R?) und benutzen Sie, dass C3°(R?) —
LY(R?) dicht.
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