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Aufgabe 1 - (Symmetrie der Laplace-Gleichung) 2 Punkte

Sei u ∈ C2(Rd), F ∈ Rd×d und c ∈ Rd. Betrachten Sie v(x) = u(Fx+ c). Drücken Sie ∇v und
∇2v mit Hilfe von u und den Ableitungen von u aus. Für welche F ∈ Rd×d und c ∈ Rd gilt die
Implikation 4u = 0 ⇒ 4v = 0 für alle u ∈ C2(Rd) und v(x) = u(Fx+ c)?

Aufgabe 2 - (Ableitung und Integral der Fundamentallösung) 5 Punkte

Sei d ≥ 2. Die Fundamentallösung Φ : Rd \ {0} 7→ R ist gegeben durch

Φ(x) :=

{
− 1
|∂B(0;1)| log(|x|), d = 2,

1
(d−2)|∂B(0;1)|

1
|x|d−2 , d > 2.

(a) Berechnen Sie für x 6= 0

∇Φ(x), ∇Φ(x) · x, ∂i∂jΦ(x).

(b) Berechnen Sie für 0 < r < R∫
∂B(0;r)

Φ(ξ) dS(ξ),

∫
B(0;R)\B(0;r)

Φ(x) dx,

∫
B(0;r)

Φ(x) dx.

(c) Zeigen Sie, dass

lim
ρ↓0

∫
B(0;ρ)

|Φ(x)| dx = lim
ρ↓0

∫
∂B(0;ρ)

|Φ(ξ)| dS(ξ) = 0.

(d) Betrachte ϕ(x) := f(Φ(x)), wobei f ∈ C∞(R). Finden Sie ein g : R2 → R, so dass∫
B(0;R)\B(0;r)

4ϕ(x) dx = g(Φ(re1),Φ(Re1)) für alle 0 < r < R.

(e) Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(1)

∫
B(0;R)

|∂iΦ(x)| dx <∞, (2)

∫
B(0;R)

|∂j∂iΦ(x)| dx <∞

für i, j ∈ {1, . . . , d} und 0 < R <∞.



Aufgabe 3 4 Punkte

Sei d ≥ 2. Sei Ω ⊂ Rd offen, u ∈ C2(Ω) und x ∈ Ω. Betrachten Sie die Funktion

ϕ : [0, R)→ R, ϕ(r) :=

{
1

|∂B(x;r)|
∫
∂B(x;r) u(ξ) dS(ξ) für r > 0,

u(x) für r = 0,

wobei R := dist(x, ∂Ω).

(a) Zeigen Sie

lim
r↓0

(
ϕ(r)− ϕ(0)

r2
− 1

d|B(x; r)|

∫
B(x;r)

4u(y) dy

)
= −1

2

1

|∂B(0; 1)|

∫
∂B(0;1)

ξt∇2u(x)ξ dS(ξ)

Hinweis: Lesen Sie sich den Beweis von Satz 2.8 genau durch. Die Taylor-Entwicklung
der Funktion f(r) := u(x+ rξ) mit ξ ∈ ∂B(0; 1) ist nützlich.

(b) Zeigen Sie
1

2

1

|∂B(0; 1)|

∫
∂B(0;1)

ξt∇2u(x)ξ dS(ξ) =
1

2d
4u(x).

Hinweis: Benutzen Sie die Rotationssymmetrie der Sphäre ∂B(0; 1).

(c) Es gelte

∀r ∈ (0, R) : u(x) ≤ 1

|∂B(x; r)|

∫
∂B(x;r)

u(y) dy.

Zeigen Sie:
−4u(x) ≤ 0.
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