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Aufgabe 1 - (Symmetrie der Laplace-Gleichung) 2 Punkte

Sei u € C%2(RY), F € R™? und ¢ € RY. Betrachten Sie v(z) = u(Fx + ¢). Driicken Sie Vv und
V20 mit Hilfe von u und den Ableitungen von u aus. Fiir welche F' € R%*? und ¢ € R? gilt die
Implikation Au =0 = Av = 0 fiir alle u € C*(RY) und v(z) = u(Fz + ¢)?

Aufgabe 2 - (Ableitung und Integral der Fundamentallosung) 5 Punkte

Sei d > 2. Die Fundamentallssung ® : R\ {0} — R ist gegeben durch

1 J—
®(z) = {—leog(\xn, d=2,

1 1
@B paz 4> 2

(a) Berechnen Sie fiir x # 0

Vo(x), Vo(z) - x, 0;0;®(x).
(b) Berechnen Sie fir 0 <7 < R

/ d(x) dz, / O(x) de.
0B(0;r) B(0;R)\B(0;r) B(0;r)

(c) Zeigen Sie, dass

lim |®(x)| dr = lim |(£)|dS (&) = 0.
P10 JB(0;p) PO JoB(0:p)

etrachte p(x) := T)), wobel | € . Finden Sie ein g : — IR, so dass
(d) Betrachte ¢(x) := f(®(z)), wobei f € C**(R). Finden Sie ein g : R — R, so d

/ Ap(x)de = g(P(re1), P(Rey)) firalle 0 <r < R.
B(0;R)\B(0;r)

(e) Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(1) /B(O;R) |0;® ()| dx < oo, (2) /B(O-R

)

10;0;®(x)| dx < oo
)

firi,j € {1,...,d} und 0 < R < oo.



Aufgabe 3 4 Punkte
Sei d > 2. Sei Q C R offen, u € C%(R2) und x € Q. Betrachten Sie die Funktion

o [0.F) 5 R w@):zimiﬁﬂﬁmwwﬂ“@dsﬁ) fiir r > 0,
’ ’ u(z) fir r =0,
wobei R := dist(z, 0€2).

(a) Zeigen Sie

€' V2u(w)€ dS(€)

lim
rl0

o) —0) 1 vy = L1
( = e o <y)dy> 21080 D] Jasion

Hinweis: Lesen Sie sich den Beweis von Satz 2.8 genau durch. Die Taylor-Entwicklung
der Funktion f(r) := u(x + r&) mit & € 0B(0;1) ist niitzlich.
(b) Zeigen Sie
1 1

1
210B(0; 1)] 020 (2)€ dS(€) = — Au(x).
2 |6B(0§ 1)| 83(0;1) 5 u($)£ (E) ’LL(:L‘)

-2
Hinweis: Benutzen Sie die Rotationssymmetrie der Sphdre 0B(0;1).
(c) Es gelte

Vr e (0,R) : u(z) < !

L =5 u(y) dy.
9B Sy "

Zeigen Sie:
—Au(z) <0.
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