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Aufgabe 1 - (Diskrete Faltung) 5 Punkte

Vorbemerkung: In dieser und einer Reihe nachfolgender Aufgaben fiihren wir einen Differenzen-
Kalkil fiir Funktionen auf Z% ein. Man kann auf dieses Setting viele Uberlequngen und Ideen
iibertragen, die wir fiir Funktionen auf RY entwickeln werden. Oftmals ist es einfacher Konzepte
und Methoden in diesem diskreten Setting zu verstehen. Hierbei bedeuted “einfacher”, dass ins-
besondere keine MafStheorie erforderlich ist.

Fiir 1 < p < oo und u : Z¢ — R definiere

1
ulr ) ) < o,
||U||gp(zd) = {(erzd| ()] ) P
Supwgzd ’U(ﬂj)’, p = o0,
und
#(Zh = {u:Z' = R: [l o (zay < 00}
0o(Z%) = {u:Z%*— R : u(z) £ 0 fiir endliche viele z € Z4}

Wir definieren fiir v : Z? - R, F: Z¢ - R* und i € {1,...,d}:

- die diskreten Ableitungen

Viu(z) = u(z + e;) — u(x), Viu(z) = u(z — ;) — u(z).

- den diskreten Gradienten

- die diskrete (negative) Divergenz
~ d ~
V*F(x) = ZV;E(&')
i=1

Da Vu ein Vektorfeld ist, ist V*Vu wohl-definiert.

(a) Zeigen Sie: Fiir 1 < p < oo ist £o(Z¢) in ¢P(Z%) dicht enthalten, d.h. fiir alle u € ¢P(Z4)
und ¢ > 0 existiert u. € £o(Z%) mit |lu — Ue||gp(zay < €. Beweisen Sie durch Angabe eines
Beispiels, dass die Aussage nicht fiir p = oo gilt.

(Bemerkung: Die analoge Aussage im Kontinuumsfall ist: Stetige Funktionen mit kompak-
tem Triger liegen dicht in LP(R?) falls 1 < p < 0.)



(b)

(e)

Sei p: Z¢ — R eine nicht-negative Funktion mit ol (zay = 1. Beweisen Sie fiir 1 < p < oo
die Jensensche Ungleichung
P

vue®(zh) | pla)ul@)| < p@)|u(@)P.
r€Z4 T€Z4

Hinweis: Beweisen Sie die Aussage zundchst fiir p € lo(Z%). Beachten Sie auferdem, dass
t — |t|P eine konvexe Funktion ist.

Zeigen Sie: Fiir u € ¢Y(Z%) und v € P(Z%), 1 < p < oo ist die diskrete Faltung
(uxv)(@) =Y uly)o(z —y)
yeZa

wohl-definiert (d.h. die Reihe auf der rechten Seite ist absolut konvergent) und es gilt die
Faltungsabschdtzung

[uvllpzay < lullezayllvll e zay,
sowie die Identitét
UV =V *xU in 74,

Hinweis: Zeigen Sie die Aussagen zundchst fiir u,v € £o(Z?) und benutzen Sie dann Teil (a).

Zeigen Sie: Fiir u € 2(Z%) und F € [(4(ZH)])? (dh. F: Z% - R? und F; € ¢4(Z%)) mit
1<p,q<ooundl%+é:1gilt

> uw@)V*F(z) = Y Vu(z) F(z).

x€Z4 x€Z4

Beweisen Sie: Fiir u € ¢}(Z%) und v € P(Z%) mit 1 < p < oo gilt
V*V(uxv)=((V'Vu) xv) = (ux (V*Vv))

Aufgabe 2 4 Punkte

Wir sagen: Eine stetige Funktion u : R¢ — R habe sublineares Wachstum, falls

(a)
(b)

lim sup M = 0.

Rtoo yepa R
|z|<R
Zeigen Sie: Jede harmonische Funktion auf R? mit sublinearem Wachstum ist konstant.
Sei f € C2(RY). Zeigen Sie: Die Gleichung
—Au=f in RY

besitzt genau eine sublinear wachsende Losung u € C2(R9) mit u(0) = 0.

Aufgabe 3 3 Punkte

Zeigen Sie, dass

1
U(x) = —87\56\210% jzl, e R*\ {0}

die Fundamentallésung des Bilaplace in R? ist, d.h. fiir f € Cé(IRQ) und u 1= V¥ % f gilt

AAu = f in R2.
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