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9. Ubung

1. Schrédinger-Feld:

Betrachten Sie das komplexe Schrodinger-Feld (7, t), wobei in diesem Fall ¢ und ¢* als
unabhéngige Felder zu verstehen sind.

a) Formulieren Sie eine Lagrange-Dichte fiir das klassische Schrodinger-Feld
L(WY(7, 1), 00 (T, 1), V(7 t); 0 (7, t), 0pp* (T, t), Vip* (7, 1)) derart, dass die aus dem Varia-

tionsprinzip

5 S[b, 0] —6/dt/d3r£ 7 1), 000(F. ), SO (7, 1): (1), O™ (7, 1), Vo™ (7, 1)) = 0

folgenden Euler Langrange Gleichungen

oL 9 oL V- _O0L =0, (entsprechende Gleichung fiir ¢*)

oo ()
2
die Schrédinger-Gleichung ik 0y (7, t) = (_;_m A+ V(F)) Y(r,t) = h(r)yY(r,t) sowie

die entsprechende Gleichung fiir das komplex-konjugierte Feld ¢* liefert.
oL

o(oy(r,t)/ot)

b) Verifizieren Sie, dass 7(7,t) = = ¢hy*(7,t) der zu (7, t) kanonisch kon-
jugierte Feldimpuls ist.

¢) Formulieren Sie die Hamilton-Dichte H (), 7, 1*, 7*) sowie das Hamilton-Funktional
Hp,m, % 7] = [ PrHp, m, " 7).
d) Postulieren Sie nun kanonische (Gleichzeit-)Kommutationsrelationen:
[1[}(7?7 t)v 7%(7?/7 t)] = Zﬁé(f’— F,) ) WA}(F? t>7 &(T_ﬂv t)] =0= [7%(7?7 t)? 7%(7?,7 t)]
und zeigen Sie, dass die Heisenbergsche Bewegungsgleichung 8751&(77, t) = % [f[ , zﬂ(ﬁ t)] fiir

den Feldoperator (7, t) (im Heisenberg-Bild) auf die Schrédinger-Gleichung fiir (7, t)
fiihrt.

e) Gegeben sei die Entwicklung des Feldoperators nach dem vollsténdigen, orthonormalen
Satz von Einteilchenwellenfunktionen ¢, (7) in der Form: ¢(7, t) = Z Ca(t) P (), wobei

(0%
M) ¢a(T) = €a Pa(T).
Zeigen Sie, dass die kanonischen Gleichzeitkommutationsrelationen zwischen v und 7 auf
die Kommutationsrelation [¢,, éL,] = 0q o etc. fithren.

— bitte wenden —



2. Bosonensystem in zweiter Quantisierung:

Betrachten Sie ein System wechselwirkender, massiver Spin-0-Bosonen in einem externen Po-
tential V(') und mit einem Zweiteilchenwechselwirkungspotential U (7, 7). Das System wird
im Schrédinger-Bild durch die Feldoperatoren ¢(7), 1! (i) beschrieben mit [¢(7), ¥ (7')] =
d(7 — 7). Der (nichtrelativistische) Hamilton-Operator lautet dann

o= @it (e V) i)+ g [ Ende dERE) v i)

und der Teilchenzahloperator N = [ d®r T (F)p(7). Wir definieren ferner die Einteilchen-
zustéinde 1) = [ dPr i (7 )1 (7)|0) sowie die Zweiteilchenzustéinde

|62) = 5 [ &Pr &' 6a(7, ﬁ')?ﬂ*(f')@/ﬂ(*’)lm
a) Zeigen Sie, dass die Teilchenzahl eine Erhaltungsgrofie des Systems ist.

b) Zeigen Sie ferner: N|¢y) = |¢1) und N|gy) = 2|¢), d.h. die oben definierten Zusténde
|¢1) und |¢po) sind tatséchlich Zusténde mit fester Teilchenzahl 1 bzw. 2.

¢) Bestimmen Sie den Erwartungswert der Teilchendichte p(7) = !(7)¢(7) im Ein- und
Zweiteilchenzustand: (¢1|p(7)|¢p1) und (@o|p(7)|p2).

d) In zweiter Quantisierung ist der Ortsoperator durch 7 = [ &3 OH () 74(7) und der Tm-
pulsoperator durch 7 = | &r T(7) (—ihV ) ¢ (7) gegeben. Uberzeugen Sie sich davon,
dass die Erwartungswerte (¢1|7|¢1) und (¢1|p|¢1) mit denen der gewohnten Einteilchen-
quantenmechanik iibereinstimmen.

e) Berechnen Sie die Erwartungswerte der Zweiteilchenwechselwirkungsenergie
~ 1 ~ A A ~
=5 [ @ H O UG )

im Ein- und Zweiteilchenzustand.



