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12. Ubung

1. Diracsche Spin-Matrizen:

Gegeben seien die 3 Matrizen > = 57°7 (Standarddarstellung). Berechnen Sie

a) den Kommutator [X%, ¥7]; was 148t sich somit {iber den Kommutator zwischen %’ und dem
Hamilton-Operator hy = ca-p+mc? 3 der freien (Einteilchen-)Dirac-Gleichung aussagen?

b) den Kommutator zwischen ho und Impulsoperator ﬁ sowie zwischen hg und dem Operator
Y. - p (proportional zum Helizitdtsoperator).
(Hinweis: Betrachten Sie zuvor die Kommutatoren [o’, ¥/] und [3, 37].)

2. Invarianz unter lokalen Phasentransformationen:

Die Wirkung des Dirac-Spinorfeldes unter Beriicksichtigung der Wechselwirkung mit (exter-
nen) elektromagnetischen Feldern sei gegeben durch (hier mit Einheiten h = ¢ = 1)

Sk, 9] = /d4:v (Lo + Lin) = /d4w {0(@) [((7"0u = m)v(@)] — ed(z)y" Au(x)¥(z) } . (1)

Der Wechselwirkungsterm L;,; in der Lagrange-Dichte beschreibt die sogenannte "minimale
Ankopplung” (j — A)-Vektorkopplung.

a) Untersuchen Sie zunéchst das Verhalten der Lagrange-Dichte £y bzw. der Wirkung So[t), 9]
des freien Dirac-Feldes unter lokalen Phasentransformationen U(z) = €@ mit einem
beliebigen Skalarfeld a(x) des Spinorfeldes geméB i (z) — ¢'(z) = U(z) ¢ (x). Zeigen Sie,
dass die Wirkung Sp[¢), 9] invariant bleibt, falls gilt: 9, jg(as) = 0, (V(z)y*(x)) = 0.

b) Betrachten Sie nun die volle Wirkung bzw. die Lagrange-Dichte aus Gl. (1). Wie muf sich
(simultan) das elektromagnetische Viererpotential A, transformieren, wenn die Spinorfel-
der v, 1) lokalen Phasentransformationen U(z) unterworfen werden, damit die Lagrange-
Dichte £ (und somit auch die Dirac-Gleichung) unveréndert bleibt?

c) Was 148t sich iiber den Zusammenhang zwischen Eichinvarianz und Invarianz unter lo-
kalen Phasentransformationen fiir den (Lorentz-invarianten) phéanomenologisch bedeutsa-
men Wechselwirkungsterm L = g £ (x)ot F,, (2)1(z) aussagen? (Hierbei ist F), der
elektromagnetische Feldstéirketensor). Deuten Sie diesen Wechselwirkungsterm.

— bitte wenden —



3. Nichtrelativistischer Grenzfall der Dirac-Gleichung und Pauli-Gleichung:

Die Dirac Gleichung fiir das Bi-Spinorfeld ¢ (mit ”grofier” und ”kleiner” Komponente ¢ und
x) lautet explizit:

wa(50) - (et L) (). g

wobei 7 = ﬁ— ﬁ/f

Spalten Sie - wie iiblich - die Ruhenergie ab, d.h. setzen Sie ¢(z) = (z) e~ #™’* und leiten Sie
unter Verwendung der mafgeblichen Bedingungen |ihdyy(z)| < |mc? x| sowie |eA°| < mc?
die Pauli-Gleichung fiir die grofie Spinorkomponente @(x) her.



