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1 Aufgabenstellung

Das Wissen über physikalische Pendel und Schwingungen soll durch diesen Versuch vertieft werden.
Messen Sie die Schwebungsfrequenz der gekoppelten Pendel als Funktion der Kopplungslänge direkt
und indirekt. Die Messergebnisse sind mit den theoretisch berechneten Werten zu vergleichen.

2 Grundlagen

2.1 Das Physikalische Pendel

Mit dem Trägheitsmoment 𝐽𝐴 =
∫︀
𝐾 𝑟2 d𝑚 des Körpers 𝐾 bezüglich der Drehachse 𝐴 und dem

Abstand 𝑠𝐴 zwischen Drehachse und Massenmittelpunkt lautet die Differentialgleichung für das
physikalische Pendel der Gesamtmasse 𝑚:

𝜙 = −𝑚𝑔 · 𝑠𝐴
𝐽𝐴

· sin𝜙 ≈ −𝑚𝑔 · 𝑠𝐴
𝐽𝐴

· 𝜙 (1)

Die Näherung sin𝜙 ≈ 𝜙 gilt für kleine Winkel 𝜙 ≪ 1. Diese Differentialgleichung wird durch den
bekannten Ansatz gelöst:

𝜙(𝑡) = 𝜙 · cos(𝜔𝑡+ 𝜙0) mit 𝜔2 =

(︂
2 · 𝜋
𝑇

)︂2

=
𝑚𝑔 · 𝑠𝐴

𝐽𝐴

Hierbei ist 𝜔 die Kreisfrequenz der freien Schwingung.

2.2 Gekoppelte Pendel

Abb. 1: schematischer Versuchsaufbau

Für kleine Auslenkungen 𝜙1 und 𝜙2 der Pen-
del 1 und 2 lauten die Bewegungsgleichungen
der gekoppelten gleichartigen Pendel bei Ver-
nachlässigung der Masse der Kopplungsfeder
und jeglicher Dämpfung:

𝐽𝐴 · 𝜙1 = −𝐷𝜙1 −𝐷* · (𝜙1 − 𝜙2) (2a)
𝐽𝐴 · 𝜙2 = −𝐷𝜙2 −𝐷* · (𝜙2 − 𝜙1) (2b)

𝐷 = 𝑚 · 𝑔 · 𝑠𝐴 ist das Richtmoment des freien
Pendels und 𝐷* = 𝑘 · 𝑙2 das Richtmoment der
Kopplungsfeder.

Wir legen die Anfangsbedingungen so fest, dass das Pendel am Anfang nur ausgelenkt wird, aber
nicht angestoßen:

𝜙1(0) = 𝐴 𝜙2(0) = 𝐵 𝜙1(0) = 𝜙2(0) = 0 (3)

Damit ergeben sich die Lösungen für die einzelnen Pendel aus den gekoppelten Bewegungsgleichun-
gen (Gl. 2a und 2b):

𝜙1 =
1
2

[︁
(𝐴+𝐵) · cos(𝜔 · 𝑡) + (𝐴−𝐵) · cos(𝜔′ · 𝑡)

]︁
𝜙2 =

1
2

[︁
(𝐴+𝐵) · cos(𝜔 · 𝑡)− (𝐴−𝐵) · cos(𝜔′ · 𝑡)

]︁ (4)

mit 𝜔 =
2𝜋

𝑇
=

√︂
𝐷

𝐽𝐴
und 𝜔′ =

2𝜋

𝑇 ′ =

√︂
𝐷 + 2𝐷*

𝐽𝐴
(5)
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Für bestimmte Anfangsbedingungen erhält man die beiden Fundamentalschwingungen:

∙ 𝜙1(0) = 𝜙2(0) = 𝜙0: Daraus folgt 𝐴 = 𝐵 und es ergib sich die gleichsinnige Fundamental-
schwingung mit der Kreisfrequenz 𝜔, bei der beide Pendel so schwingen, als wäre die Kopplung
nicht vorhanden.

∙ 𝜙1(0) = −𝜙2(0) = 𝜙0: Daraus folgt 𝐴 = −𝐵 und es ergibt sich die gegensinnige Fundamen-
talschwingung mit der Kreisfrequenz 𝜔′.

Die Schwebungsschwingung erhält man, indem ein Pendel in der Ruhelage festgehalten wird und
das zweite Pendel zur Zeit 𝑡 = 0 bei maximaler Auslenkung losgelassen wird (𝜙2(0) = 𝜙0), also für
𝐴 = 0 und 𝐵 = 𝜙0 oder umgekehrt. Daraus ergeben sich die Funktionen 𝜙1/2(𝑡) der beiden Pendel
während der Schwebungsschwingung:

𝜙1(𝑡) =
𝜙0

2
·
[︁
cos(𝜔 · 𝑡)− cos(𝜔′ · 𝑡)

]︁
und 𝜙2(𝑡) =

𝜙0

2
·
[︁
cos(𝜔 · 𝑡) + cos(𝜔′ · 𝑡)

]︁
(6)

Durch Differenzen und Summen der Fundamentalschwingungsfrequenzen ausgedrückt ergibt sich:

𝜙1 = 𝜙0 · sin
(︂
𝜔′ − 𝜔

2
· 𝑡
)︂
· sin

(︂
𝜔 + 𝜔′

2
· 𝑡
)︂

𝜙2 = 𝜙0 · cos
(︂
𝜔′ − 𝜔

2
· 𝑡
)︂
· cos

(︂
𝜔 + 𝜔′

2
· 𝑡
)︂ (7)

Abb. 2: Prinzip der Schwebungsschwingung eines Pendels mit der Schwebungdauer 𝜏

Nach Gleichung (7) führen beide Pendel Schwingungen mit dem arithmetischen Mittel der Funda-
mentalschwingungsfrequenzen aus, während sich die Amplituden periodisch mit 𝜔′−𝜔

2 ändern.

Die Schwebungsdauer 𝜏 ist der Abstand zweier Nulldurchgänge der Amplitude eines Pendels. Aus
der Bedingung 𝜔′−𝜔

2 ·𝜏 = 𝜋 ergibt sich die Schwebungsfrequenz als Differenz der Fundametalschwin-
gungsfrequenzen:

1

𝜏
= 𝑓𝑠 =

𝜔′ − 𝜔

2𝜋
=

1

𝑇 ′ −
1

𝑇
(8)
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Mit (5) kann man die Schwebungsfrequenz aus den Richtmomenten bzw. den entsprechenden Werten
für 𝑔, 𝑘, 𝑚, 𝑠𝐴 und 𝑙 errechnen:

𝑓𝑠 =
1

𝜏
=

𝜔′ − 𝜔

2𝜋
=

1

𝑇
·

(︃√︃
1 +

2 · 𝑘 · 𝑙2
𝑚 · 𝑔 · 𝑠𝐴

− 1

)︃
(9)

3 Experimentelle Aufgabenstellung

Am Versuchsplatz sind zwei physikalische Pendel aufgebaut, die in einer gemeinsamen Ebene schwin-
gen können. Die Pendel werden durch eine Schraubenfeder (Federkonstante 𝑘) gekoppelt, die in
variablem Abstand 𝑙 von der Drehachse jedes Pendels befestigt werden kann (siehe Abb. 1).

1. Justieren Sie die ungekoppelten Pendel durch Verschieben einer Tariermutter auf gleiche
Schwingungsdauer, indem die Schwingungsdauern gemessen werden oder die Phasengleichheit
der gegensinnigen Schwingungen der beiden ungekoppelten Pendel am inneren Umkehrpunkt
über längere Zeit kontrolliert wird.

2. direkte Methode: Messen Sie 𝜏 direkt und berechnen Sie die Schwebungsfrequenz 𝑓𝑆,1.

3. indirekte Methode: Messen Sie für verschiedene Abstände 𝑙 die Schwingungsdauer 𝑇 der gleich-
sinnigen, die Schwingungsdauer 𝑇 ′ der gegensinnigen Fundamentalschwingung und bestimmen
Sie daraus die Schwebungsfrequenz 𝑓𝑆,2.

4. theoretische Methode: Bestimmen Sie die Federkonstanten 𝑘 mittels dynamischer Methode
(Wie?). Erhalten Sie aus der Tabelle in der Platzanleitung die Parameter 𝑚 und 𝑠𝐴, die vom
Versuchplatz abhängen. Berechnen Sie damit den theoretischen Wert für die Schwebungsfre-
quenz 𝑓𝑆,3.

4 Auswertung

Die Schwebungsfrequenz 𝑓𝑆,1 folgt direkt aus dem gemessenen 𝜏 . 𝑓𝑆,2 erhält man indirekt nach (8)
aus 𝑇 und 𝑇 ′. Weiterhin benutzt man den theoretischen Zusammenhang (9) um 𝑓𝑆,3 zu berechnen.

Die auf drei verschiedenen Wegen ermittelten Schwebungsfrequenzen sind als Funktion der Kopp-
lungslänge 𝑙 in einem gemeinsamen Diagramm darzustellen. Die relativen Maximalfehler von 𝑓𝑆
sind für die indirekte Methode (Gl. (8)) und die theoretische Methode (Gl. (9)) in Abhängigkeit
vom Federabstand 𝑙 zu bestimmen.
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Fragen

1. Wodurch ist eine mechanische Schwingung gekennzeichnet?
2. Wie sind im Experiment die Fundamentalschwingungen und die reine Schwebung anzuregen?
3. Wie könnte man feststellen, ob die Pendel bei der Bestimmung von 𝑇 ′ genau in Gegenphase

schwingen?
4. Wie kann man die Federkonstante 𝑘 der Kopplungsfeder statisch und dynamisch bestimmen?
5. Wie erhält man den Massenmittelpunkt eines Pendels?
6. Die beiden Pendel sind in einem Metallrahmen aufgehängt. Wenn man ein Pendel zur Schwin-

gung anstößt, beginnt nach längerer Zeit auch das zweite Pendel zu schwingen, selbst wenn
die Pendel nicht durch eine Feder verbunden sind. Wie ist das zu erklären?

7.* Da die Aufhängeplatte für den Federangriff (Masse 𝑚𝐹 ) für die Kopplungsfeder auf dem
Pendel verschoben werden muss, hängt auch die Schwingungsdauer 𝑇 von 𝑙 ab. Versuchen
Sie herzuleiten, dass der Einfluss der Verschiebung der Muffe auf die Frequenz 𝑓 in erster
Näherung erfasst wird, wenn die rechten Seite der Gleichung (9) mit dem folgenden Faktor
multipliziert wird: [︂

1− 1

2
· 𝑚𝑀

𝑚𝑃
· 1
𝑠
·
(︂
1 +

𝜔2

𝑔

)︂]︂
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