TECHNISCHE
@ UNIVERSITAT
DRESDEN

Fakultat Physik
Physikalisches Grundpraktikum

Versuch: ES

Aktualisiert: am 03.05. 2023

Erzwungene Schwingunge

Inhaltsverzeichnis

1 Aufgabenstellung

2 Theoretische Grundlagen

n (Physik im Nebenfach)

2.1 Grundbegriffe der Bewegungslehre (Kinematik) . . . . ... ... ... ... .. ...
2.2 Das Newtonsche Grundgesetz der Mechanik - die Bewegungsgleichung . . . . . . ..

2.3 Lineare, ungedampfte Schwingungen
2.4 Lineare, gedampfte Schwingungen .
2.5 Gedampfte Drehschwingungen . . .
2.6 Erzwungene Schwingungen . . . . .
2.7 Die Resonanzkurve . . . . .. ...
2.8 Phasenverschiebung . . . . . . . ..
2.9 Wirbelstrombremse . . . . . . . ..

3 Aufbau und Durchfiihrung
3.1 Messung der Eigenfrequenz . . . .
3.2 Messung der Démpfungskonstanten
3.3 Aufnahme von Resonanzkurven . .

4 Fragen zur Vorbereitung



Versuch: ES Theoretische Grundlagen Seite 2

1 Aufgabenstellung

Gegenstand dieses Versuchs ist ein Drehpendel, das sog. Pohlsche Rad, mithilfe dessen sollen
1. die Eigenfrequenz des nahezu ungeddmpften Systems,

2. die Dampfungskonstante in Abhéngigkeit von der an einer Wirbelstrombremse angelegten
Stromstérke und

3. eine Resonanzkurve gemessen werden.

Ziel ist es, die charakteristischen Eigenschaften gedampfter und erzwungener Schwingungen zu
verstehen.

2 Theoretische Grundlagen

Bevor wir die fiir Studiengénge mit Physik im Nebenfach recht komplexe Physik des Drehpendels be-
handeln, wollen wir kinematische Grundbegriffe wiederholen und auf das Newtonsche Grundgesetz
der Mechanik eingehen. Anschlieffend betrachten wir Schwingungsbewegungen in einer Dimension
und gehen dann auf die Drehschwingungen am Pohlschen Rad {iber.

2.1 Grundbegriffe der Bewegungslehre (Kinematik)

Die Bewegung einer Punktmasse auf einer Geraden (z.B. z-Richtung) wird durch die Ort-Zeit-
Funktion z(t) vollstdndig beschrieben. Fiir den Fall einer Schwingung beschreibt z(¢) beispielsweise
die momentane Auslenkung der schwingenden Punktmasse. Aus dieser Funktion ldsst sich zu jedem
Zeitpunkt die momentane Geschwindigkeit v, und die momentane Beschleunigung a, bestimmen.
Es gilt:

w(t) = 0 o
Vg . 2z .
arlt) = L= TO i )

Im weiteren Verlauf verwenden wir die Punkt-Notation zur Kennzeichnung von Ableitungen. Die
Geschwindigkeit ldsst sich als Bewegungszustand auffassen und die Beschleunigung gibt Aufschluss
iiber die Anderung des Bewegungszustandes. Letztere ist entscheidend fiir die Frage nach der Ur-
sache von Bewegungsablaufen, wie im néachsten Unterabschnitt deutlich wird.

2.2 Das Newtonsche Grundgesetz der Mechanik - die Bewegungsgleichung

Der Bewegungszustand &dndert sich durch das Einwirken &ufserer Kréfte. Fiir die eindimensionale
Bewegung gilt das Newtonsche Grundgesetz in der folgenden Form:

F, = ma, = mi. (3)

Diese Gleichung verkniipft Ursache mit Wirkung, d.h. auf der linken Seite steht als Ursache die von
aufken auf den Massenpunkt einwirkende Kraft F,, und auf der rechten Seite die erfahrene Beschleu-
nigung & als entsprechende Wirkung, die in ihrem Ausmafs von der Tragheit des Massenpunktes,
also seiner Masse m, abhangt.

Wirkt keine dufsere Kraft, so ergibt sich auch keine Beschleunigung - der Bewegungszustand dndert
sich nicht und die Geschwindigkeit bleibt demzufolge konstant. Fiir den vorliegenden Versuch sind
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allerdings Schwingungsbewegungen von Interesse, also solche mit periodisch sich &ndernden Bewe-
gungszustanden, die durch dufsere, stets der Bewegung entgegengerichtete Kréfte zustandekommen.
Im folgenden Abschnitt wollen wir die Bewegungsgleichung fiir eine Schwingungsbewegung aufstel-
len und durch deren Losung die Ort-Zeit-Funktion bestimmen.

2.3 Lineare, ungedampfte Schwingungen

Wirkt auf einen Korper eine Kraft, die proportional zu seiner Auslenkung aus der Ruhelage ist
und entgegen der Auslenkung wirkt (riicktreibende Kraft), so schwingt der Kérper harmonisch. Als
einfaches Modell betrachten wir den Federschwinger (Abb. 1).

Ry

r>0= F, <0
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Abb. 1: Modell des Federschwingers mit der Federkonstanten k: Riicktreibende Kraft F, in Abhéngigkeit
von der momentanen Auslenkung z(t).

Als dufsere Kraft F}, die von der Auslenkung x des Federschwingers mit der Federkonstanten k
abhéngt gilt (bei nicht zu grofsen Dehnungen) bekanntlich:

F, = —kx. (4)

Wie aus Abbildung 1 hervorgeht, ist die Kraft der Auslenkung stets entgegengerichtet und erfordert
deshalb ein Minuszeichen. Einsetzen in das Newtonsche Grundgesetz (3) ergibt:

F =mi=—kx (5)

Lk
4+ T = 0. (6)

Es handelt sich um eine sogenannte gewthnliche lineare Differenzialgleichung zweiter Ordnung, die
sich durch Integration, wie eventuell durch (1, 2) suggeriert, leider nicht 16sen lasst. Da die Ort-
Zeit-Funktion eine harmonische Schwingung beschreiben muss, wird mit etwas Intuition klar, dass
sie im Grunde die folgende Form annimmt:

x(t) = xg cos(wot + Op).. (7)

Hierbei stellt xy die Amplitude (maximale Auslenkung) und 6y den Phasenwinkel, der die momenta-
ne Auslenkung zur Zeit t = 0 bestimmt, dar. Diese beiden Parameter sind frei wéhlbar und werden
durch zwei Anfangsbedingungen (z.B. fiir Ort und Geschwindigkeit) festgelegt. Da es sich um eine
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Differenzialgleichung zweiter Ordnung handelt, sind es genau zwei freie Parameter. Die Kreisfre-
quenz wy ist hingegen nicht frei wéhlbar, sondern ist durch die Physik des Schwingers gegeben:

wo = % (8)

Von Giiltigkeit dieser Losung kann man sich schnell durch Einsetzen von (7) in (6) tiberzeugen.

Bei der ungedampften harmonischen Schwingung bleibt die Gesamtenergie des Systems erhalten
und wandelt sich im Laufe der Schwingung sténdig von potentieller in kinetische Energie um und
umgekehrt. Reale Schwingungen unterliegen aber noch zusétzlichen Reibungskriften, die dem Sys-
tem Energie entziehen und somit die Amplitude im Zeitverlauf verringern. Um derartige geddmpfte
Schwingungen soll es im folgenden Unterabschnitt gehen.

2.4 Lineare, gedampfte Schwingungen

Ein einfaches Modell fiir die lineare, gedadmpfte
Schwingung ist ein Federschwinger im Olbad (Abb. 2).
Durch Reibung aufgrund der Zahigkeit der Fliissigkeit
(Viskositét) wirkt stets eine weitere Kraft entgegen der z
Bewegungsrichtung, die von der Geschwindigkeit der
schwingenden Masse abhangt. Fiir den Fall der lami-
naren Stromung ergibt sich fiir die Reibungskraft F.:

F, = —rv, = —rz. (9) Ruhelage 0 1-----pes ey -
An dieser Stelle ist das Minuszeichen entscheidend, was
der Tatsache Rechnung trégt, dass die Reibungskraft
entgegen der Bewegungsrichtung (Vorzeichen von )
wirkt. r ist eine Konstante, in die typischerweise die
Form des Schwingers sowie die Viskositét der Fliissig- Abb. 2: Modell des gedimpften Feder-
keit eingeht. schwingers mit der Federkon-

stanten k im Olbad.

Fiir das Newtonsche Grundgesetz ergibt sich unter Einbeziehung der Reibungskraft die folgende
Erweiterung:

F =mi = —kx — ri (10)

k
Pt it —x =0 (11)
m m

Auch hier ist das direkte Losen der Differenzialgleichung ohne weiteres nicht moéglich. Zur Plau-
sibilisierung betrachten wir zunéchst eine grafische Darstellung des Zeitverlaufs der Auslenkung x
(Abb. 3). Infolge der wirkenden Reibungskréfte verliert der Schwinger Energie und somit nimmt
die maximale Auslenkung (Amplitude) mit der Zeit ab. Fiir die Reibungskraft (9), zeigt sich, dass
die Amplitude exponentiell mit der Zeit abnimmt, sodass der folgende Ansatz sinnvoll erscheint:

% cos (wt + bp). (12)

x(t) = xpe”
Wiederum erkennen wir zwei freie Parameter (zg, ), die wie in Abschn. 2.3 durch Anfangsbedin-
gungen festgelegt werden. Die Parameter w und ¢ sind durch die Physik des Schwingers bestimmt
und ergeben sich durch Einsetzen von (12) in (11). Nach etwas ldngerer Rechnung erhalten wir:
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5§ = (13)

2m
w = %—(%)2:\/%%—52 (14)

6 wird als Dadmpfungskonstante bezeichnet und steht natiirlich in Verbindung mit der Reibungs-
konstanten 7. w ist die Kreisfrequenz des gedidmpften Schwingers und wird gegeniiber der des
ungeddmpften Schwingers (wq, siehe Abschn. 2.3) infolge der Reibung zu niedrigeren Frequenzen
verschoben.

Fiir den Fall, dass die Dampfungskonstante die Kreisfrequenz des ungeddmpften Schwingers erreicht
(0 = wp), spricht man vom sogenannten aperiodischen Grenzfall, bei dem der Schwinger nach
einmaliger Auslenkung asymptotisch die Ruhelage, erstmals ohne sie zu {ibertreten, erreicht. Sollte
0 grofer als wg werden, erfolgt die Anndherung an die Ruhelage noch langsamer, sodass man vom
sogenannten Kriechfall spricht. Das Ubergangsverhalten ist in Abb. 5 veranschaulicht.
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Abb. 3: Dargestellt wurden hier eine ungedampfte Schwingung (griin), eine geddmpfte Schwingung mit
§ = 1 (schwarz), sowie die Einhiillende (rot).
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2.5 Gedampfte Drehschwingungen

Nun wollen wir von der linearen Schwin-
gung auf die Drehschwingung (Abb. 4),
die flir den Versuch relevant ist, iiber-
gehen. Dazu stellen wir die relevanten
physikalischen Grofen gegeniiber und
kénnen somit allein durch eine Analogie-
betrachtung die Bewegungsgleichung fiir
den momentanen Drehwinkel ¢ aufstellen.

Fiir die Beschreibung der momentanen
Auslenkung verwenden wir den Drehwin-
kel ¢ als Funktion der Zeit. In Analogie zur
Translationsbewegung ergibt sich die Win-
kelgeschwindigkeit durch ¢ und die Win-

kelbeschleunigung durch ¢ (Tab. 1). Als Abb. 4: Schematischer Aufbau eines ungeddmpften
Drehpendels. Das riicktreibende Drehmo-

ment wird durch Auslenkung einer Spiral-
felder aufgebaut.

Ursache von Winkelbeschleunigungen gilt
das Drehmoment M.

Translation Rotation
Ort T Winkel @
Geschwindigkeit v = @ Winkelgeschwindigkeit w = ¢
Beschleunigung a =1 Winkelbeschleunigung o = ¢
Masse (Tragheit) m Tragheitsmoment J = [r?dm
Kraft F Drehmoment M = |7 x F|
Leistung P = F-v Leistung P=M-w

Tabelle 1: Vergleich der eindimensionalen Translation und Rotation.

Somit lautet in Analogie zur Translation die Bewegungsgleichung der Drehschwingung;:

Jg 4+ rpp + kpp =0 (15)

Hierbei ist ¢ der Auslenkungswinkel, kp das Richtmoment, J das Massentragheitsmoment bezogen
auf die Drehachse und rp die Reibungskonstante. In der Normalform lautet die DGL:

. . . D
¢+ 200 + wio =0 mit §= 27 und Wi = - (16)
Hierbei stellt 6 wieder die Dampfungskonstante und wg die Eigenfrequenz des ungeddmpften Systems

dar. Fiir den Schwingfall (62 < w3) ergibt sich die Winkel-Zeit-Funktion zu:
©(t) = @oe O cos (wt + bp). (17)

Dabei ist g die Maximalamplitude und 6y eine Phasenverschiebung, welche durch die Anfangsbe-
dingungen gegeben sind. Des Weiteren ist w die Kreisfrequenz der geddmpften Schwingung, welche
nicht mit wy, der Eigenfrequenz des ungeddmpften Systems, verwechselt werden darf! Zwischen
diesen Grofen besteht natiirlich analog der bekannte Zusammenhang;:

w = y/wi — 52 (18)

Es bleibt zu erwéhnen, dass die Kreisfrequenz fiir eine gegebene Dampfung wihrend des gesamten
Schwingungsvorgangs konstant bleibt. Nur die Amplitude der Schwingung verringert sich mit zuneh-
mender Schwingungsdauer (Abb. 5). Weiterhin kommt es durch die einhiillende Démpfungsfunktion
zu einer Verschiebung der Maxima und Minima beziiglich der ungeddmpften Schwingung.
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Abb. 5: Es wurden geddmpfte Schwingungen fiir fiinf unterschiedliche Dampfungskonstanten dargestellt.

Griin: § = %, rot: § = 2, orange: § = 27, schwarz: § = 2T = w, lila: § = 127,

s’ s? s

2.6 Erzwungene Schwingungen

Man spricht von einer erzwungenen Schwingung, wenn einem Oszillator durch eine duftere Erregung
eine Schwingung aufgezwungen wird. Somit folgt der Oszillator nach einer gewissen Einschwingzeit
nicht mehr seinem Eigenschwingverhalten, sondern schwingt in der Erreqerfrequenz wg. Der Erreger
iibt wahrend der Schwingung auf das System ein zeitabhédngiges Drehmoment aus, welches durch
einen inhomogenen, zeitabhéngigen Term in der Differentialgleichung (Gl. 15) ausgedriickt wird.
Fiir den Fall einer dufseren harmonischen Anregung ergibt sich:

¢ + 260 + wip = Ap cos(wgt). (19)

Die Losung einer solchen, sog. inhomogenen Differentialgleichung lésst sich durch die Superpositi-
on der Losung der homogenen Differentialgleichung und einer speziellen Losung der inhomogenen
Differentialgleichung finden.

Da nun durch die dufsere Erregung Energie zugefiihrt wird, bleibt die Amplitude ¢y auch im ge-
démpften Fall konstant, hingt aber nun ebenso wie der Phasenwinkel 6 zwischen Erreger und
Schwinger von der Erregerfrequenz ab:

o(t) = po(wg) cos(wrt — O(wg)). (20)
Nach einer langeren (und lehrreichen) Rechnung ergeben sich die Bestimmungsgleichungen fiir die
Amplitude g und Phase 6:
Ap
V(@ —wh)? + (20wp)?

2(5wE

O(wp) = arctan (22) (22)

Wy —WE
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Somit wird erkennbar, dass die Amplitude der erzwungenen Schwingung von folgenden Groéfsen
abhéngt:

e Amplitude Ag der dufseren Erregung
e Diampfung ¢ des Systems
e Eigenfrequenz wy und Erregerfrequenz wg

Interessanterweise bleibt die Phase von der Erregeramplitude unabhéngig. Die Funktion (22) be-
schreibt den theoretischen Verlauf der sogenannten Resonanzkurve, welche fiir verschiedene Damp-
fungskonstanten in Abb. 6 dargestellt und in dem Versuch experimentell zu bestimmen sind.

A/°
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20
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Abb. 6: Resonanzkurven fiir verschiedene Dampfungen. Die Erregeramplitude wurde zu Ag = 45:—2 festge-
legt. Man kann leicht die sog. Resonanzkatastrophe erkennen. Es gilt 0,0t = 0 < dgriin < dschwarz <
5blau

2.7 Die Resonanzkurve

Resonanz bezeichnet einen besonderen Schwingungszustand, bei dem die Erregerfrequenz zu maxi-
maler Amplitude, d.h. zu besonders heftigem Mitschwingen, fithrt. Aus Gl. (22) kann man durch
Ableiten die Lage des Maximums der Resonanzkurve bestimmen. Das Maximum nimmt mit zuneh-
mender Dampfung ¢ ab und verschiebt sich hin zu kleineren Frequenzen. Fiir die Lage der Resonanz,
d.h. die Resonanzfrequenz, ergibt sich:

Wmax = \/wi — 262. (23)

Offensichtlich fithrt im ungeddmpften Fall die Erregung in der Eigenfrequenz des Schwingers zu
divergierender Amplitude - zu einer sog. Resonanzkatastrophe.



Versuch: ES Aufbau und Durchfithrung Seite 9

Abb. 7: Versuchsaufbau: In der Mitte ist das kupferfarbene Pohlsche Rad erkennbar. Dieses wird mithil-
fe eines gekoppelten Schrittmotors zu Schwingungen angeregt. Der Zeitverlauf der momentanen
Auslenkung wird mittels PC erfasst und kann mit dem der Erregung verglichen werden.

2.8 Phasenverschiebung

Die Phasendifferenz 0(wg) zwischen Erreger und System ist von der Erregerfrequenz wg abhéngig
und springt im ungedampften Fall bei wg = wp von 0 auf 7. Bei Dampfung erfolgt dieser Ubergang
kontinuierlich, wobei die Phasenverschiebung bei wg = wp den Wert 6 = 7/2 erreicht. Der Verlauf
der Phasenverschiebung in Abhéngigkeit von w dhnelt fiir starke Ddmpfungen dem einer Geraden.

2.9 Wirbelstrombremse

Eine Wirbelstrombremse besteht aus einer Spule, welche bei angelegtem Strom I iiber das Ma-
gnetfeld B ~ I ein bremsendes Drehmoment auf das Pendel ausiibt. Die induzierte Spannung im
Drehpendel lésst sich mithilfe des Faradayschen Induktionsgesetzes zu Ujnq ~ B - v berechnen. Das
ddmpfende Drehmoment der Wirbelstrombremse kann damit folgendermafen abgeschétzt werden:

PBrems ~ Ui%ld ~ B2 : 7)2 ~ I2 : @2 (24)

P Brems

M = ~ I?. . (25)

Daher ist eine I2-Abhiingigkeit der Démpfungskonstanten § zu erwarten.

3 Aufbau und Durchfithrung

Der Versuch wird mithilfe des Pohlschen Rads durchgefiihrt (Abb. 7). Dieses besteht aus einem
drehbar gelagerten Kupferrad, welches durch eine Spiralfeder in Ruhelage gehalten wird. Zusétzlich
kann das Drehpendel durch einen Motor angeregt werden. Mithilfe einer Wirbelstrombremse kénnen
weiterhin verschiedene Dampfungen eingestellt werden.
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3.1 Messung der Eigenfrequenz

Bestimmen Sie zunéchst die Eigenfrequenz wg des Drehpendels mithilfe der Stoppuhr. Lenken Sie
dazu das Drehpendel maximal aus und stoppen Sie die Zeit von mindestens fiinf Schwingungen.
Wiederholen Sie dies mindestens fiinf mal und berechnen Sie hieraus die Eigenfrequenz im unge-
dampften Zustand.

3.2 Messung der Dampfungskonstanten

Aus den Amplituden zweier benachbarter Maxima einer gedampften Schwingung ldsst sich mittels
logarithmischen Dekrements die Dampfungskonstante § bestimmen. Aus Gl. (17) ergibt sich:
¢(to) e 0t 5T

Pty + 1)~ edtor) — ¢ (26)

Nimmt man zusétzlich an, dass sich die Eigenfrequenz des Pohlschen Rads nur wenig durch die
zusétzliche Dampfung &ndert, ist die Annahme T' ~ Ty = i—g gerechtfertigt. Stellen Sie die Strom-
stirke der Wirbelstrombremse nun auf 200 mA ein und zeichnen Sie mithilfe des PCs eine gedédmpfte
Schwingung auf. Bestimmen Sie die Amplituden von mehreren aufeinanderfolgenden Maxima. Er-
mitteln Sie in gleicher Art die Dampfungskonstanten fiir 400 mA und 600 mA. Tragen Sie die
ermittelten Dampfungskonstanten gegen I? graphisch auf. Sind die von Ihnen berechneten Damp-
fungskonstanten mit einer 12 Abh#ingigkeit vereinbar? (Vgl. hierzu 2.9) Welche Dampfungskonstante
ergibt sich fiir I = 07 Welche wiirden Sie fiir ein ideales Drehpendel erwarten?

3.3 Aufnahme von Resonanzkurven

Vergewissern Sie sich, dass sich das Pendel in Ruhelage befindet und stellen Sie eine Stromstéirke
von im Bereich von 200 mA bis 400 mA an der Wirbelstrombremse ein (gruppenweise ein anderer
Wert). Geben Sie eine geeignete Motordrehzahl zwischen 0 und 25! ein. Lassen Sie das Pendel
einschwingen und lesen Sie anschliefiend die Amplitude der Schwingung ab.

Wiederholen Sie die gesamte Messung fiir verschiedene Motoreinstellungen im Bereich von 0 - 2571,
sodass Sie insgesamt ca. 15 Messpunkte erhalten. Es ist sinnvoll, dabei die Resonanzfrequenz genauer
abzutasten. Stellen Sie die Resonanzkurve grafisch dar und vergleichen Sie diese mit denen anderer
Gruppen. Lassen sich die theoretischen Vorhersagen fiir die Anderung der Kurvenform von § ~ 0
zu § > 0 erkennen? Diskutieren sie diese.

Autorenschaft

Diese Versuchsanleitung wurde in ihrer urspriinglichen Form von M. Kauer und B. Scholz erstellt.
Aktuelle Anderungen werden von der Praktikumsleitung durchgefiihrt.

4 Fragen zur Vorbereitung

Wie lautet der Zusammenhang zwischen Frequenz und Kreisfrequenz?

Wias ist ein Drehpendel?

Welche Gleichung beschreibt eine Schwingung mit schwacher Dampfung?

Welche drei Fille unterscheidet man je nach Stérke der Dampfung?

Skizzieren Sie die zugehdrigen Amplitudenverlaufe in Abhéngigkeit von der Zeit.
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e FErklaren Sie die Funktionsweise der Wirbelstrombremse.

e Zeichnen Sie eine Resonanzkurve einer erzwungenen Schwingung. Achsenbeschriftung! Was
ist hierbei w?

e Wie verdndert sich die Resonanzkurve, wenn die Ddmpfung erhoht wird? (Maximalamplitude
und Lage des Maximums!)

e Ein System besitzt die Eigenfrequenz wg. Mit welcher Frequenz schwingt es, wenn eine Damp-
fung der Grofe § = §w0 angelegt wird?
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